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Introduction générale

On se place sur un corps K algébriquement clos de caractéristique nulle. Par algèbre de

Lie algébrique g, nous entendons une algèbre de Lie qui soit l’algèbre de Lie d’un groupe

algébrique affine connexe G sur K. Depuis les travaux de Kirillov (voir [11] et [12]), il est bien

connu que la représentation co-adjointe de G dans g∗ joue un rôle important en théorie des

représentations. Une forme linéaire g ∈ g∗ est dite régulière si son orbite coadjointe G.g est

de dimension maximale ou si, de manière équivalente, son stabilisateur g(g) est de dimension

minimale. L’indice d’une algèbre de Lie g n’est autre que la dimension du stabilisateur d’une

forme linéaire régulière. Une algèbre de Lie est dite stable si elle possède une forme linéaire

g ∈ g∗ admettant un voisinage pour la topologie de Zariski dans lequel les stabilisateurs de la

représentation co-adjointe de g de deux éléments de ce voisinage sont conjugués par le groupe

adjoint connexe. Une telle forme est dite stable. La notion de stabilité a été introduite par

Kosmann et Sternberg dans [13]. Il est clair que les formes linéaires stables sont régulières.

Ainsi, l’étude des formes linéaires stables intervient dans le problème de calcul de l’indice qui a

été introduit par Dixmier dans [5] pour son importance dans la théorie des représentations et

celle des invariants. Dans [16], Tauvel et Yu ont caractérisé d’une manière purement algébrique

les formes linéaires stables :

Lemme 1. Si g est une algèbre de Lie algébrique et si g ∈ g∗

g est stable si et seulement si [g, g(g)] ∩ g(g) = {0},

où g(g) désigne le stabilisateur de la forme linéaire g dans g.

Beaucoup d’algèbres de Lie sont stables. Par exemple, les sous-algèbres de Borel d’une al-

gèbre de Lie simple sont toutes stables. En effet, Tauvel et Yu ont construit dans [16] à l’aide
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Introduction générale

des cascades de Kostant (voir chapitre 3) une forme linéaire sur une sous-algèbre de Borel d’une

algèbre de Lie simple dont le stabilisateur est inclus dans une sous-algèbre de Cartan et il est

clair d’après la caractérisation précédente qu’une telle forme est stable.

Définition Une forme linéaire g ∈ g∗ est dit de type réductif si le quotient G(g)/Z du stabi-

lisateur G(g) ⊂ G de g pour l’action coadjointe par le centre Z de G est un groupe réductif.

Lorsque K = R, un problème classique est de décrire le dual unitaire Ĝ de G, i.e, les classes

d’équivalences des représentations unitaires irréductibles de G. Dans ce contexte, les orbites

coadjointes jouent un rôle important comme l’illustre la célèbre "méthode des orbites" de Ki-

rillov (voir [11] et [12]). Si la méthode des orbites ne permet pas de décrire tout le dual unitaire

d’un groupe de Lie algébrique ou presque algébrique, elle permet d’en construire une partie qui

supporte la mesure de Plancherel. En particulier, les représentations unitaires irréductibles de

carré intégrable sont associées à des orbites coadjointes de type réductif (voir [6], [7] et [1]).

C’est la raison pour laquelle, Duflo, Khalgui et Torasso ont introduit et étudié la classe des

algèbres de Lie quasi-réductives (voir[8]) : une algèbre de Lie est dite quasi-réductive si elle

possède une forme linéaire de type réductif. De manière équivalente cela revient à demander

qu’elle possède une forme linéaire g ∈ g∗ dont l’image du stabilisateur g(g) par la représen-

tation adjointe soit une sous-algèbre réductive de l’algèbre de Lie gl(g) des endomorphismes

linéaires de g. De nombreuses classes intéressantes d’algèbres de Lie sont quasi-réductives : les

algèbres de Lie réductives et beaucoup de leurs sous-algèbres paraboliques (voir ci-après), les

sous-algèbres de Borel d’une algèbre de Lie simple d’après un résultat de Kostant (Kostant [14],

non publié, voir [10]), etc.

Si g est une algèbre de Lie quasi-réductive, on a le résultat suivant :

Lemme 2. (voir par exemple [8]) Si g est une algèbre de Lie quasi-réductive, l’ensemble des

formes linéaires régulières de type réductif sur g est l’ensemble des formes linéaires stables, et

c’est un ouvert dense de g∗.

En particulier, toute algèbre de Lie quasi-réductive possède une forme linéaire stable. Ce-

pendant, il existe des algèbres de Lie stables qui ne sont pas quasi-réductives (voir exemple 11

dans le chapitre 1). Se pose la question de savoir, si pour certaines classes particulières d’al-

gèbres de Lie non réductives, il y a équivalence entre ces deux notions.

Une sous-algèbre biparabolique d’une algèbre de Lie semi-simple est l’intersection de deux
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Introduction générale

sous-algèbres paraboliques dont la somme est l’algèbre de Lie ambiante. Plus généralement, les

sous-algèbres biparaboliques forment une classe très intéressante (incluant la classe des sous-

algèbres paraboliques et de Levi) d’algèbres de Lie qui ne sont pas toutes réductives. Dans

[15, Conjecture 5.6(ii)], Panyushev conjecture que si une sous-algèbre biparabolique est stable,

alors son stabilisateur générique est un tore. Cette conjecture peut être reformulée ainsi : une

sous-algèbre de Lie biparabolique est stable si et seulement si elle est quasi-réductive. Pour le cas

des sous-algèbres paraboliques, cette conjecture a été énoncée également dans [8, Introduction]

sous forme d’une question.

Les sous-algèbres biparaboliques des algèbres de Lie simples de type A et C sont toutes quasi-

réductives (voir [15]). D’autre part, dans [16] Tauvel et Yu ont donné l’exemple d’une sous-

algèbre parabolique de so(8) qui n’admet aucune forme linéaire stable. C’est une conséquence

de cet exemple que les sous-algèbres biparaboliques des algèbres de Lie simples des autres types

ne sont pas toutes quasi-réductives. En fait, dans [8], Duflo, Khalgui et Torasso ont caractérisé

les sous-algèbres paraboliques des algèbres de Lie so(n,K) qui sont quasi-réductives, tandis que

dans [4] Baur et Moreau ont fait de même pour les sous-algèbres paraboliques des algèbres de

Lie simples de type exceptionnel.

Une forme linéaire g ∈ g∗ est dite fortement régulière si elle est régulière, auquel cas g(g) est

une algèbre de Lie commutative d’après Duflo-Vergne (voir [9]), et si de plus le tore jg, unique

facteur réductif de g(g), est de dimension maximale lorsque g parcourt l’ensemble des formes

régulières. Les jg, pour g fortement régulière sont les sous-algèbres de Cartan-Duflo de g. Elles

sont toutes conjuguées par le groupe adjoint connexe et leur dimension commune est le rang

de g.

Le résultat principal de cette thèse est le théorème suivant :

Théorème 3. Une sous-algèbre parabolique d’une algèbre de Lie simple est stable si et seule-

ment si elle est quasi-réductive.

Pour établir ce résultat, on commence par montrer que si j est une sous-algèbre de Cartan-

Duflo de g, g est stable si et seulement si le centralisateur gj de j dans g est stable (voir 15).

Compte tenu des résultats obtenus par Panyushev pour les cas de type A et C, il suffit de

montrer le théorème pour les sous-algèbres paraboliques des algèbres de Lie orthogonales et des

algèbres de Lie simples de type exceptionnel.

Si g est une sous-algèbre de Lie parabolique et j ⊂ g est une sous-algèbre de Cartan-Duflo,

on vérifie que gj est le produit direct d’un tore et de sous-algèbres paraboliques de rang nul.

On se ramène donc à démontrer ce théorème pour les sous-algèbres paraboliques de rang nul,
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Introduction générale

pour lesquelles les stabilisateurs de la représentation coadjointe sont génériquement unipotents.

Les démonstrations sont différentes d’une part dans le cas des sous-algèbres paraboliques des

algèbres de Lie orthogonales et d’autre part dans celui des sous-algèbres paraboliques des al-

gèbres de Lie simples exceptionnelles.

Dans le chapitre 2 (voir également [2]), grâce aux résultats de [8], nous étudions le premier

cas. Au passage, nous montrons également qu’une sous-algèbre de Lie de gl(n,K) qui stabilise

une forme bilinéaire alternée de rang maximal et un drapeau en position générique est stable

si et seulement si elle est quasi-réductive.

Soit E un espace vectoriel de dimension q ≥ 3 sur K muni d’une forme bilinéaire symétrique

non dégénérée B. On désigne par so(E) l’algèbre de Lie du groupe orthogonal correspondant.

Soit V = {{0} = V0  V1  V2  ...  Vt−1  Vt = V } un drapeau de sous-espaces isotropes

de E avec r = dim V ≥ 1. On désigne par pV la sous-algèbre de Lie de so(E) constituée des

endomorphismes de E stabilisant le drapeau V : c’est une sous-algèbre parabolique de so(E)

et les sous-algèbres paraboliques de so(E) sont toutes obtenues ainsi.

En se basant sur le théorème 29 de [8], on montre que l’algèbre de Lie pV est de rang nul

si et seulement si le drapeau V vérifie la condition :

(∗) pour 1 ≤ i ≤ t − 1 entre deux sous-espaces consécutifs Vi et Vi+1 le saut de dimension

est 2 s’ils sont tous deux de dimension impaire et 1 sinon, et (q, r) vérifie l’une des conditions

suivantes :

(a) q ∈ {2r, 2r + 1}.

(b) r est impair et q = 2r + 2.
(1)

Les algèbres pV pour V vérifiant la condition (∗) ont une structure particulièrement simple et

des calculs astucieux permettent d’en déterminer le stabilisateur d’une forme linéaire générique

et de conclure en utilisant le lemme 1.

Dans le chapitre 3 (voir également [3]), grâce aux résultats de [4], nous étudions le deuxième

cas. On renvoie à [17] et [4] pour les concepts généraux utilisés :

Soient g une algèbre de Lie semi-simple sur K, h une sous-algèbre de Cartan de g et ∆ le

système de racines du couple (g, h). On fixe une base Π de ∆ (que l’on notera ∆Π), et on
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désigne par ∆+
Π (resp. ∆−

Π) l’ensemble des racines positives (resp. négatives) associé. Si α ∈ ∆Π,

gα est le sous-espace radiciel associé à α. On pose

n± =
∑

α∈∆±
Π

gα, b± = h ⊕ n±.

Pour Π′ une partie de Π, on désigne par p+
Π′ la sous-algèbre de g engendrée par b+ et les g−α,

α ∈ Π′ : c’est une sous-algèbre parabolique de g et toutes les sous-algèbres paraboliques de g

sont à conjugaison près obtenues ainsi.

Une algèbre de Lie algébrique g est dite de Frobenius s’il existe une forme linéaire g ∈ g∗

telle que g(g) = {0}. De manière équivalente, cela revient à demander que l’espace dual g∗ de g

admette une orbite coadjointe ouverte. Lorsque g est de type G2, F4, E7 ou E8, la sous-algèbre

de Borel associée est une algèbre de Frobenius. Dans ce cas, on ramène l’étude de la stabilité

au cas connexe (la notion de connexité est relative au diagramme de Dynkin) qui nous sera

utile pour la suite, à l’aide du résultat suivant :

Proposition 4. Soient g une algèbre de Lie simple exceptionnelle et Π′, Π′′ deux parties non

liées de Π, i.e. α est orthogonal à β, pour tout (α, β) ∈ Π′ × Π′′. On suppose que la sous-algèbre

de Borel b ⊂ g est de Frobenius. Si p+
Π′∪Π′′ est stable alors p+

Π′ et p+
Π′′ le sont.

Pour ce qui concerne les sous-algèbres paraboliques minimales dans le cas considéré, la

démonstration du théorème 3 se base sur un lemme qui nous a été suggéré par Duflo dont

l’enoncé est le suivant :

Lemme 5. Soit g une algèbre de Lie algébrique et b ⊂ g une sous-algèbre algébrique. On

suppose que b est une algèbre de Frobenius et que dim g/b = 1. Soit λ ∈ b∗ une forme régulière

et h ∈ b l’unique élément tel que h.λ = −λ. Alors si adg/bh = Id, g n’est pas stable.

Notons ici que les sous-algèbres paraboliques minimales considérées sont d’indice 1 et de

rang nul.

Le cas E6 est le seul cas pour lequel la sous-algèbre de Borel associée n’est pas une algèbre de

Frobenius. D’après [4], p+
α2

est l’unique sous-algèbre parabolique minimale non quasi-réductive.

Un calcul direct permet de calculer le stabilisateur d’une forme linéaire générique dans (p+
α2

)∗

et de conclure en utlisant le lemme 1.
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Pour ce qui concerne les sous-algèbres paraboliques non minimales, on ramène l’étude de la

stabilité de ces sous-algèbres au même problème pour des paraboliques d’une algèbre de Lie

simple orthogonale ou bien d’une algèbre de Lie simple exceptionnelle de type Ek, k = 6, 7 (voir

démonstration de la proposition 16). Ainsi et compte tenu des résultats du chapitre 2, le cas

E7 se déduit du cas E6 puis le cas E8 du cas E7.

Compte tenu de ce qui précède et des résultats de [4] concernant la classification des sous-

algèbres paraboliques des algèbres de Lie simples exceptionnelles qui sont quasi-réductives, la

démonstration du théorème 3 dans le cas des sous-algèbres paraboliques non minimales se base

sur le résultat suivant :

Proposition 6. Soient g une algèbre de Lie simple exceptionnelle de type E6 et Π′ = {α1, α2, α3,

α4, α6} (resp.Π′ = {α1, α2, α4, α5, α6}) une partie de Π. Alors la sous-algèbre parabolique p+
Π′

est non stable.

Enfin, on donne des exemples permettant au lecteur d’illustrer la démonstration du théo-

rème précédent dans ce dernier cas. Notons qu’on peut utiliser des calculs explicites effectués

avec le logiciel GAP4 pour vérifier quelques résultats dans ce chapitre.

Nous espérons pouvoir étudier la question de la stabilité pour les sous-algèbres biparaboliques

(qui ne sont pas des paraboliques) des algèbres de Lie simples, qui reste ouverte.
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Chapitre I

Définitions et résultats généraux

1 Définitions - Préliminaires

Dans toute la suite et sauf mention du contraire, K désigne un corps algébriquement clos de

caractéristique nulle. Les algèbres de Lie considérées sont définies et de dimension finie sur K.

Soit g une algèbre de Lie algébrique et G un groupe de Lie algébrique affine connexe d’algèbre

de Lie g. On munit g∗, l’espace dual de g, des actions coadjointes de g et de G. Étant donnée

une forme linéaire g ∈ g∗, on note g(g) son stabilisateur dans g. On identifie g(g)/z, où z désigne

le centre de g, avec son image dans gl(g).

1.1 Indice d’une algèbre de Lie

Soient g une algèbre de Lie, g∗ son dual. On fait opérer g dans g∗ au moyen de la représen-

tation coadjointe. Ainsi, si X, Y ∈ g et g ∈ g∗, on a

(X.g)(Y ) = g([Y, X]).

Avec les notations précédentes, on définit une forme bilinéaire alternée Φg sur g par :

Φg(X, Y ) = g([X, Y ]).

Le noyau de Φg est égal à g(g). L’entier

ind (g) = inf{dim g(g); g ∈ g∗}

est appelé l’indice de g.

L’indice de g est donc la dimension minimale des stabilisateurs dans g d’un élément de g∗ pour

l’action coadjointe. Il a été introduit par Dixmier dans [4] pour son importance dans la théorie
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Chapitre I. Définitions et résultats généraux

des représentations et la théorie des orbites. Le problème du calcul de l’indice apparait égale-

ment dans la théorie des invariants. En effet, si g est l’algèbre de Lie algébrique d’un groupe

algébrique G, l’indice de g est le degré de transcendance du corps des fractions rationnelles

G-invariantes sur g∗.

Remarque Lorsque g est une algèbre de Lie réductive, g et g∗ sont isomorphes et l’indice de

g est égal au rang de g. L’étude de l’indice n’a donc d’intérêt que pour les algèbres de Lie

non réductives. Il y a au moins deux grandes familles de sous-algèbres non réductives d’une

algèbre de Lie semi-simple dont on cherche à étudier l’indice : a) les sous-algèbres paraboliques

et "assimilées" ( radical unipotent, sous-algèbres biparaboliques, etc) ; b) les centralisateurs d’un

élément nilpotent. Des résultats concernant les algèbres de type a) ont été obtenus par Tauvel

et Yu (voir [19]), Dvorsky (voir [9]), Dergachev et Kirillov (voir [3]), Elashvili (voir [10]) et

Panyushev (voir [15]), etc. Concernant les algèbres de type b) voir par exemple [14], [16], [21].

Définition Une forme linéaire g ∈ g∗ est dite régulière si son orbite coadjointe G.g est de

dimension maximale ou si, de manière équivalente, son stabilisateur g(g) est de dimension

minimale.

Remarque - Une forme linéaire g ∈ g∗ est régulière si la dimension de son stabilisateur dans

g pour l’action coadjointe est égale à l’indice de g.

- Si g ∈ g∗ est régulière, son stabilisateur g(g) est algébrique abélienne (voir [8]).

- Il est bien connu que l’ensemble g∗
reg des éléments réguliers de g∗ est un ouvert de Zariski non

vide de g∗ (voir par exemple [19]).

1.2 Formes fortement régulières

Définition Soit g une algèbre de Lie algébrique et G un groupe algébrique d’algèbre de Lie g.

Une forme linéaire g ∈ g∗ est dite fortement régulière si elle est régulière, auquel cas g(g) est

une algèbre de Lie commutative (voir [8]), et si de plus le tore jg, unique facteur réductif de

g(g), est de dimension maximale lorsque g parcourt l’ensemble des formes régulières.

Cette définition est due à Duflo (voir [6]).

Remarque Il est bien connu que l’ensemble des formes fortement régulières, noté g∗
r, est un

ouvert de Zariski G-invariant non vide de g∗.

Les tores jg, g ∈ g∗
r sont appelés les sous-algèbres de Cartan-Duflo de g. Ils sont deux à deux

conjugués sous l’action du groupe adjoint connexe de g.
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I.3 Algèbres de Lie quasi-réductives

Les deux résultats de la remarque précédente sont énoncés sans démonstration dans [5] (pour

la démonstration voir [2]).

Définition Soit g une algèbre de Lie algébrique sur K. On appelle rang de g sur K et on note

rangg la dimension commune de ses sous-algèbres de Cartan-Duflo.

Si G est un groupe algébrique affine, on note par u
G son radical unipotent, ug l’algèbre de

Lie de u
G. Rappelons que G admet une décomposition dite de Levi : il existe un sous-groupe

réductif de R ⊂ G, appelé sous-groupe de Levi de G, dont la classe de conjugaison modulo
u
G est uniquement déterminée, tel que G = R u

G. Au niveau des algèbres de Lie, on a la

décomposition de Levi g = r ⊕ ug. On dit que r est un facteur réductif de g et que ug est son

radical unipotent.

Soit g une algèbre de Lie algébrique sur K, n un idéal de g contenu dans ug, g ∈ g∗ une

forme linéaire fortement régulière, n la restriction de g à n, h le stabilisateur de n dans g et h

la restriction de g sur h.

Lemme 2. (Voir [6, I.16]) On garde les notations précédentes. Alors, on a

(i) exp(n(n)).g = g + (h + n)⊥.

(ii) h(h) = g(g) + n(n).

3 Algèbres de Lie quasi-réductives

Rappelons que le corps K est algébriquement clos de caractéristique nulle.

3.1 Définitions

Si G est un groupe algébrique, on désigne par Zg ou plus simplement Z le centralisateur

dans G de l’algèbre de Lie g. L’algèbre de Lie de Z est le centre z de l’algèbre de Lie g de G .

Définition Soit g une algèbre de Lie algébrique. Une forme linéaire g ∈ g∗ est dite de type

réductif si le radical unipotent de g(g) est central dans g.

Définition Une algèbre de Lie algébrique g est dite quasi-réductive si elle possède une forme

linéaire g ∈ g∗ qui soit de type réductif.

Remarque Soit g une algèbre de Lie algébrique et z son centre. Comme z ⊂ g(g) pour tout

g ∈ g∗, une forme linéaire g ∈ g∗ est de type réductif si et seulement si u(g(g)) = uz et, dans ce
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Chapitre I. Définitions et résultats généraux

cas, g(g) possède un unique facteur réductif, que l’on note rg.

Si une forme linéaire g est de type réductif, il en est de même de toutes celles qui sont contenues

dans son orbite sous l’action coadjointe de G : l’orbite sous G d’une telle forme est dite de type

réductif.

On voit alors qu’une forme linéaire g ∈ g∗ est de type réductif si et seulement si l’une des

propriétés équivalentes suivantes est vérifiée :

G(g)/Z est réductif ,

g(g)/z est réductive ,

u(G(g)) ⊂ Z,

u(g(g)) ⊂ z,

(I.1)

où avec les notations précédentes, u(G(g)) désigne le radical unipotent du stabilisateur G(g)

et Z le centralisateur de g dans G.

La notion de quasi-réductivité a été introduite et étudiée par Duflo, Khalgui et Torasso (voir

[7]) pour son importance dans la théorie des représentations. C’est un fait expérimental que

l’étude des formes linéaires de type réductif intervient dans la théorie des représentations. Par

exemple, lorsque K = R toute représentation unitaire irréductible de carré intégrable est asso-

ciée à une orbite coadjointe de type réductif (voir [6]).

Si g est une algèbre de Lie algébrique , on désigne par g∗
red le sous-ensemble de g∗ constitué des

formes linéaires de type réductif.

Remarque Si g est réductive, 0 ∈ g∗ est de type réductif et r0 = g. De plus si l’on identifie g

et g∗ au moyen d’une forme bilinéaire symétrique non dégénérée invariante, les formes de type

réductif (resp. régulières de type réductif) sont celles qui s’identifient aux éléments semi-simples

(resp. semi-simples réguliers de g).

Lemme 4. (Voir [7]) Soit g une algèbre de Lie algébrique quasi-réductive et z son centre. Alors :

(i) L’ensemble des formes fortement régulières sur g est l’ensemble des g ∈ g∗ telles que g(g) =

j ⊕ uz, avec j un tore. En particulier, l’ouvert de Zariski g∗
r est contenu dans g∗

red.

(ii) L’ensemble des formes fortement régulières est égal à l’ensemble des formes régulières de

type réductif.

(iii) Si g ∈ g∗
red, tout tore maximal de g(g) est une sous-algèbre de Cartan-Duflo de g.

Lemme 5. (Voir [7]) Soit g une algèbre de Lie algébrique. Les assertions suivantes sont équi-

valentes :
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I.6 Algèbres de Lie stables

(i) L’algèbre de Lie g est quasi-réductive.

(ii) Il existe g ∈ g∗ une forme régulière et de type réductif.

Remarque Si g est une algèbre de Lie quasi-réductive, les formes fortement régulières sont de

type réductif, on voit donc que g est quasi-réductive si et seulement si ind g = rang g + dim uz

5.1 Exemples

Dans ce numéro, nous donnons quelques exemples d’algèbres de Lie quasi-réductives et de

formes de type réductif pour illustrer ces deux notions :

- Une algèbre de Lie algébrique réductive g est quasi-réductive (voir la remarque 3.1).

- Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur K muni d’une forme symplectique B et hV

l’algèbre de Heisenberg construite sur V : hV = V ⊕ Kz, z = uz = Kz est le centre de hV

et si v, w ∈ V , leur crochet est donné par [v, w] = B(v, w) z. Alors hV est une algèbre de Lie

quasi-réductive, les formes linéaires de type réductif sont celles dont la restriction au centre est

non nulle et pour toute forme linéaire de type réductif g, on a rg = 0.

- Toute algèbre de Lie algébrique préhomogène (i.e. qui possède une forme linéaire g ∈ g∗ telle

que g(g) = zg) est quasi-réductive. C’est clair que dans ce cas les formes linéaires de type ré-

ductif sont celles qui sont régulières et de plus elles sont toutes fortement régulières.

6 Algèbres de Lie stables

Soient g une algèbre de Lie, g∗ son dual. Si a est un sous-espace vectoriel de g, on note a⊥

son orthogonal dans g∗.

6.1 Caractérisation algébrique des formes linéaires stables

Soient Autg le groupe des automorphismes de g et L un sous-groupe algébrique de Autg,

d’algèbre de Lie l. Le groupe L opère rationellement sur g et g∗. Pour α ∈ L, f ∈ g∗ et x ∈ g,

on a α.f(x) = f(α−1(x)). La différentielle de cette opération définit une action de l sur g∗ ;

si X ∈ l, on a (X.f)(x) = −f(X(x)). Si L contient le groupe adjoint algébrique de g, alors

adgg ⊂ l, donc g(f) ⊂ l(f).
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Définition On dit que f ∈ g∗ est L-stable s’il existe un voisinage W de f dans g∗ tel que,

pour tout g ∈ W , les stabilisateurs g(f) et g(g) soient L-conjugués. Si L est le groupe adjoint

algébrique de g (resp. si L = Autg), une forme L-stable est dite stable (resp. faiblement stable).

Définition Une algèbre de Lie g est dite "stable" si elle admet une forme linéaire stable.

La notion de stabilité a été introduite par Kosmann et Sternberg dans [12]. Il est clair qu’une

forme linéaire stable est régulière. Ainsi, l’étude des formes linéaires stables intervient dans le

problème de calcul de l’indice (voir par exemple [19]).

Théorème 7. (voir [20]) Soit f ∈ g∗.

(i) Si g est ad-algébrique, f est stable si et seulement si [g, g(f)] ∩ g(f) = {0}.

(ii) Si [g, g(f)] ∩ g(f) = {0}, f est L-stable pour tout sous-groupe algébrique de Autg vérifiant

adgg ⊂ Lie(L), où Lie(L) désigne l’algèbre de Lie du groupe L, donc en particulier si L contient

le groupe adjoint algébrique de g.

Remarque Le résultat précédent est établi dans [12] d’une manière différente.

Remarque Si g est une algèbre de Lie algébrique, elle est ad-algébrique. Ainsi, l’assertion (i)

du théorème précédent est une caractérisation des formes linéaires stables dans le cas algébrique.

De plus, il est clair d’après cette caractérisation que lorsque l’algèbre de Lie est stable, l’ensemble

des formes linéaires stables, que l’on note g∗
s, est un ouvert de Zariski non vide de g∗.

7.1 Exemples

- Les sous-algèbres de Borel d’une algèbre de Lie simple sont toutes stables. En effet, Tauvel

et Yu (voir [18]) ont construit à l’aide des cascades de Kostant (voir chapitre 3) une forme

linéaire sur une sous-algèbre de Borel d’une algèbre de Lie simple dont le stabilisateur est inclus

dans une sous-algèbre de Cartan et il est clair d’après la caractérisation précédente qu’une telle

forme est stable.

- L’algèbre de Lie g = so(2) ⊕K2 est une algèbre de Lie stable (voir ci-après).

Remarque Beaucoup d’algèbres de Lie unipotentes ne sont pas quasi-réductives, mais le pre-

mier exemple d’algèbre de Lie unipotente non stable est donné dans [12].
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I.8 Relation entre la stabilité et la quasi-réductivé

8 Relation entre la stabilité et la quasi-réductivé

Lemme 9. Une forme linéaire g ∈ g∗ est régulière de type réductif si, et seulement si, la

sous-algèbre g(g)/z est un tore de gl(g).

Démonstration. Si g(g)/z est un tore de gl(g), on a [g, g(g)] ∩ g(g) = {0} de sorte que, compte

tenu de l’assertion (i) du théorème 7, g est une forme linéaire stable sur g et donc elle est

régulière. De plus, il est clair que g est de type réductif.

Réciproquement, si g est régulière et de type réductif, alors la sous-algèbre g(g) est commuta-

tive, d’après [8]. Il est alors bien connu (voir par exemple [20, Théorème 20.5.10]) que l’image de

g(g)/z dans gl(g) par la représentation adjointe de g est une sous-algèbre réductive si, et seule-

ment si, elle est formée d’éléments semi-simples. Ainsi, g(g)/z est une sous-algèbre commutative

et formée d’éléments semi-simples. D’où le résultat.

Lemme 10. (voir par exemple [7]) Si g est une algèbre de Lie quasi-réductive, l’ensemble des

formes linéaires régulières de type réductif sur g est l’ensemble des formes linéaires stables, et

c’est un ouvert dense de g∗.

En particulier, une algèbre de Lie quasi-réductive possède une forme linéaire stable.

Remarque IL résulte des assertions (i) et (ii) du lemme 4 que si g est une algèbre de Lie quasi-

réductive, l’ensemble des formes fortement régulières est exactement l’ensemble des g ∈ g∗ telles

que g(g) = j⊕ uz, avec j un tore et z le centre de g. Il est alors clair que ces formes linéaires sont

stables. Par suite, il résulte que toute algèbre de Lie quasi-réductive est stable. Cependant, il

existe des algèbres de Lie stables qui ne sont pas quasi-réductives.

Exemple 11. Voici un exemple d’algèbre de Lie stable qui n’admet aucune forme linéaire de

type réductif.

Soit g l’algèbre de Lie produit semi-direct de so(2) par K2 de sorte que g = so(2) ⊕ K2, le

crochet étant donné par

[t W + v, z W + v′] = t W.v′ − z W.v, t, z ∈ K, v, v′ ∈ K2,

où so(2) = KW , avec W =

(
0 1

−1 0

)
. On vérifie aisément que le centre de g est trivial. Par

suite, g est quasi-réductive si et seulement si indg = rangg.

Soit g ∈ g∗, n la restriction de g au radical unipotent ug = K2 de g. On suppose que n 6= 0.
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Alors, on a X = t W + v ∈ g(g) si et seulement si pour tout z ∈ K et v′ ∈ K2, 〈n, t W.v′ −

z W.v〉 = 0.

Faisant z = 0, on voit que si X ∈ g(g), alors pour tout v′ ∈ K2, on a

t 〈n, W.v′〉 = 0.

Il suit alors de ce qui précède que

X = t W + v ∈ g(g) si et seulement si t = 0 et 〈n, z W.v〉 = 0 pour tout z ∈ K.

Par suite, g(g) = (W.n)⊥ ⊂ ug. Ceci montre que l’algèbre de Lie g est non quasi-réductive.

D’autre part, soit O = {n ∈ (ug)∗/〈n, e1〉
2 + 〈n, e2〉

2 6= 0}, avec (e1, e2) la base canonique de K2.

On vérifie aisément que O est un ouvert de Zariski non vide. Si n, n′ ∈ O, il existe k ∈ SO(2)

tel que k.Kn = Kn′. Ceci montre que g est stable.

Remarque - Toutes les sous-algèbres de Borel d’une algèbre de Lie simple sont quasi-réductives

(Kostant [13], non publié, voir [11]).

- Les sous-algèbres paraboliques d’une algèbre de Lie simple s de type A et C sont quasi-

réductives d’après un résultat de Panyushev (voir [17]). Par contre, ceci n’est plus vrai pour les

sous-algèbres paraboliques pour s = so(n,K) avec n ≥ 7. D’une part, Panyushev dans [17] et

Dvorsky dans [9] présentent de nombreux exemples de sous-algèbres paraboliques de so(n,K)

qui sont quasi-réductives. D’autre part, Tauvel et Yu dans [19] ont montré qu’il existe des sous-

algèbres paraboliques de so(n,K) qui ne sont pas quasi-réductives. Récemment, Duflo, Khalgui

et Torasso ont donné une caractérisation des sous-algèbres de Lie paraboliques de so(n,K)

qui sont quasi-réductives (voir [7]). De plus, les sous-algèbres paraboliques d’une algèbre de

Lie simple exceptionnelle s ne sont pas toujours quasi-réductives. Dans [1], Baur et Moreau ont

terminé la classification des sous-algèbres paraboliques quasi-réductives dans le cas des algèbres

de Lie simples.

12 Conjecture de Panyushev

On dit que l’action coadjointe de l’algèbre de Lie g dans g∗, qu’on note (g : g∗), admet un

stabilisateur générique stationnaire s’il existe un ouvert Ω ⊂ g∗ tel que, pour tout g, f ∈ Ω, les

stabilsateurs g(f) et g(g) soient conjugués sous l’action de G. Le stabilisateur g(g), pour g ∈ Ω,
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est dit stabilisateur générique stationnaire. Dans son article "An extension of Raïs’ theorem and

seaweed subalgebras of simple Lie algebras", Panyushev conjecture le résultat suivant :

Conjecture 13. Soient s une algèbre de Lie simple et g une sous-algèbre biparabolique de s.

Alors

Si l’action (g : g∗) admet un stabilisateur générique stationnaire, alors ce stabilisateur est un

tore.

Comme toute algèbre de Lie quasi-réductive admet une forme linéaire stable dont le stabil-

sateur est un tore modulo son centre. On peut alors reformuler cette conjecture comme suit :une

sous-algèbre de Lie biparabolique est stable si et seulement si elle est quasi-réductive.

Remarque - Plus généralement, les sous-algèbres biparaboliques forment une classe très inté-

ressante (incluant la classe des sous-algèbres paraboliques et de Levi) d’algèbres de Lie qui ne

sont pas toutes réductives.

- Dans [7], Duflo, Khalgui et Torasso, ont posé également la question de savoir l’équivalence

entre la stabilité et la quasi-réductivité dans le cas des sous-algèbres paraboliques d’une algèbre

de Lie simple.

14 Réduction au cas de rang nul

Nous allons maintenant énoncer le résultat suivant qui permet de ramener l’étude de la

stabilité des algèbres de Lie algébriques aux algèbres de Lie algébriques de rang nul.

Soit j une sous-algèbre de Cartan-Duflo de g. On a g = gj ⊕ [j, g], où gj désigne le centrali-

sateur de j dans g. On identifie le dual de l’algèbre de Lie gj à l’orthogonal de [j, g] dans g∗ qui

n’est autre que g∗j, l’ensemble des point fixes de j dans g∗.

Proposition 15. Soit g une algèbre de Lie algébrique, j une sous-algèbre de Cartan-Duflo de

g et gj le centralisateur de j dans g. Alors

g est stable si et seulement si gj est stable .

Démonstration. Soit g une algèbre de Lie algébrique admettant des formes stables. Alors l’en-

semble g∗
s des formes stables est un ouvert de Zariski non vide. Par suite, g∗

s ∩ g∗
r est un ouvert

de Zariski non vide, où g∗
r est l’ouvert de Zariski des formes fortement régulières.
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Soit g ∈ g∗
s ∩ g∗

r et j ⊂ g(g) le facteur réductif de g(g). Alors g ∈ g∗j et g est une forme stable

dans g∗j. En effet :

gj(g) = g(g) et [gj, g(g)] ⊂ [g, g(g)].

Réciproquement, soit j ⊂ g une sous-algèbre de Cartan-Duflo de g et supposons que gj admette

des formes stables. Alors (g∗j)s ∩g∗
r est un ouvert de Zariski non vide de g∗j. Soit g ∈ (g∗j)s ∩g∗

r.

Alors on a

g(g) ∩ [g, g(g)] = g(g) ∩ [g, g(g)]j = g(g) ∩ [gj, g(g)] = {0},

de sorte que g est stable pour g. D’où la proposition

Corollaire 16. Soit maintenant gj,1 ⊂ gj l’idéal orthogonal de j pour la forme (X, Y ) 7→

tr(XY ). Alors gj = j ⊕ gj,1 et il est clair que g ∈ g∗j est une forme stable si et seulement si

g′ = g|gj,1 est une forme stable pour gj,1.

Il suit de ce qui précède que

g est stable si et seulement si gj,1 est stable

Remarque Comme gj,1 est de rang nul , on se ramène donc à étudier la stabilité pour les

algèbres de Lie de rang nul.

18



Références bibliographiques

[1] K. Baur et A. Moreau – « Quasi-reductive (bi)parabolic subalgebras in reductive Lie
algebras », Ann. Inst. Fourier (Grenoble) 61 (2011), no. 2, p. 417–451. 16

[2] J.-Y. Charbonnel – « Sur les orbites de la représentation coadjointe. », Compositio
Math. 46 (1982), p. 273–305. 11

[3] V. Dergachev et A. Kirillov – « Index of Lie algebras of seaweed type », J. Lie
Theory 10 (2000), no. 2, p. 331–343. 10

[4] J. Dixmier – Enveloping algebras, Graduate Studies in Mathematics, vol. 11, American
Mathematical Society, Providence, RI, 1996, Revised reprint of the 1977 translation. 9

[5] M. Duflo – « Construction de représentations unitaires d’un groupe de Lie », Harmonic
Analysis and Group Representations (A. F. Talamanca, éd.), CIME, 1980, Liguori Editori,
Napoli, 1982, p. 129–221. 11

[6] — , « Théorie de Mackey pour les groupes de Lie algébriques », Acta. Math. 149 (1982),
p. 153–213. 10, 11, 12

[7] M. Duflo, M. S. Khalgui et P. Torasso – « Algèbres de Lie quasi-réductives »,
Transformation Groups 17 (2012), no. 2, p. 417–470. 12, 15, 16, 17

[8] M. Duflo et M. Vergne – «Une propriété de la représentation co-adjointe d’une algèbre
de Lie », C. R. Acad. Sci. Paris Sér. A-B 268 (1969), p. A583–A585. 10, 15

[9] A. Dvorsky – « Index of parabolic and seaweed subalgebras of son », Linear Algebra
Appl. 374 (2003), p. 127–142. 10, 16

[10] A. Elashvili – « On the index of parabolic subalgebras of semisimple lie algebras »,
preprint (1990). 10

[11] A. Joseph – « A preparation theorem for the prime spectrum of a semisimple Lie alge-
bra », J. Algebra 48 (1977), no. 2, p. 241–289. 16

19



Références bibliographiques

[12] Y. Kosmann et S. Sternberg – « Conjugaison des sous-algèbres d’isotropie », C. R.
Acad. Sci. Paris Sér. A 279 (1974), p. 777–779. 14

[13] B. Kostant – « The cascade of orthogonal roots and the coadjoint structure of the
nilradical of a Borel subgroup of a semisimple Lie group », preprint arXiv :1101.5382
(2011). 16

[14] A. Moreau – « Indice du normalisateur du centralisateur d’un élément nilpotent dans
une algèbre de Lie semi-simple », Bull. soc. Math. France 134 (2006), no. 1, p. 83–117.
10

[15] D. I. Panyushev – « Inductive formulas for the index of seaweed Lie algebras », Mosc.
Math. J. 1 (2001), no. 2, p. 221–241, 303. 10

[16] — , « The index of a Lie algebra, the centralizer of a nilpotent element, and the normalizer
of the centralizer », Math. Proc. Cambridge Philos. Soc. 134 (2003), no. 1, p. 41–59. 10

[17] — , « An extension of Raïs’ theorem and seaweed subalgebras of simple Lie algebras »,
Ann. Inst. Fourier (Grenoble) 55 (2005), no. 3, p. 693–715. 16

[18] P. Tauvel et R. W. T. Yu – « Indice et formes linéaires stables dans les algèbres de
Lie », J. Algebra 273 (2004), no. 2, p. 507–516. 14

[19] — , Lie algebras and algebraic groups, Springer Monographs in Mathematics, Springer-
Verlag, Berlin, 2005. 10, 14, 16

[20] — , « Sur l’indice de certaines algèbres de Lie », Ann. Inst. Fourier (Grenoble) 54 (2005),
no. 6, p. 1793–1810. 14, 15

[21] O. S. Yakimova – « The index of centralizers of elements in classical Lie algebras »,
Funktsional. Anal. i Prilozhen. 40 (2006), no. 1, p. 52–64, 96. 10

20



Chapitre II

Stabilité pour le cas des sous-algèbres

paraboliques des algèbres de Lie simples

classiques

1 Cas des algèbres de Lie rV

On garde les notations du chapitre précédent. Rappelons le résultat suivant pour la stabilité

et qui nous sera utile pour la suite :

Lemme 2. Soit f un élément de g∗. Si g est une algèbre de Lie algébrique,

f est stable si et seulement si [g, g(f)] ∩ g(f) = {0}.

Dans [1], Duflo, Khalgui et Torasso constatent que la classification des sous-algèbres para-

boliques quasi-réductives des algèbres de Lie simples classiques se ramène à determiner parmi

les algèbres de Lie qui stabilisent une forme bilinéaire alternée de rang maximal et un drapeau

en position générique, celles qui sont quasi-réductives. Le but de ce numéro est de caractériser

parmi ces sous-algèbres celles qui sont stables.

Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur K et soit

V = {{0} = V0  V1  V2  ...  Vt−1  Vt = V }

un drapeau de V . On désigne par qV la sous-algèbre parabolique de gl(V ) constituée des

endomorphismes qui laissent invariant V et par QV le sous-groupe algébrique connexe de

GL(V ) d’algèbre de Lie qV .

Définition Soient V un espace vectoriel non nul de dimension finie sur K, V = {{0} = V0  

V1  V2  · · ·  Vt−1  Vt = V } un drapeau de V et ξ une forme bilinéaire alternée sur

V . On dit que le drapeau V est générique relativement à ξ ou que la forme ξ est générique
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relativement à V , si pour 1 ≤ i ≤ t, la restriction de ξ à Vi est de rang maximum, à savoir

2[1
2

dim Vi], et V
⊥ξ

i ∩ Vi−1 = {0} où V
⊥ξ

i désigne l’orthogonal de Vi dans V relativement à ξ.

Définition Soient V un espace vectoriel non nul de dimension finie sur K, b = (e1, . . . , er) une

base de V et

V = {{0} = V0  V1  V2  · · ·  Vt−1  Vt = V }

un drapeau de V . On dit que la base b est adaptée au drapeau V , si pour tout 1 ≤ i ≤ t

l’espace Vi est engendré par la famille (e1, . . . , edim Vi
).

Lemme 3. (Voir [1, Lemme 4.2.1]) Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur K et

V = {{0} = V0  V1  V2  · · ·  Vt−1  Vt = V } un drapeau de V . Alors

(i) une forme ξ ∈
∧2 V ∗ est générique relativement à V , si et seulement s’il existe une base

e1, . . . , er de V adaptée au drapeau V telle que, notant e∗
1, . . . , e∗

r la base duale, on ait ξ =
∑

1≤2i≤r e∗
2i−1 ∧ e∗

2i.

(ii) l’ensemble des formes bilinéaires alternées ξ sur V qui sont génériques relativement à V

est une orbite ouverte sous l’action de QV dans
∧2 V ∗.

Définition Soit V = {{0} = V0  V1  V2  · · ·  Vt−1  Vt = V } un drapeau. On note

h = h(V ) le nombre d’indices i tels que 1 ≤ i ≤ t − 1 et dim Vi et dim Vi+1 soient tous deux

impairs. On dit que le drapeau V vérifie la propriété P, si deux espaces consécutifs de la suite

V ne peuvent être tous deux de dimension impaire, c’est à dire h(V ) = 0.

Définition Soit V = {{0} = V0  V1  V2  · · ·  Vt−1  Vt = V } un drapeau de V . On

dit que le drapeau V vérifie la condition (∗), si, pour 1 ≤ i ≤ t − 1, entre deux sous-espaces

consécutifs Vi et Vi+1 le saut de dimension est 2 s’ils sont tous deux de dimension impaire et 1

sinon.

Soit V un espace vectoriel de dimension finie surKmuni d’une forme bilinéaire alternée ξ de rang

maximal. On désigne par gl(V )(ξ) l’annulateur de ξ dans gl(V ). Lorsque ξ est symplectique,

gl(V )(ξ) est noté sp(V, ξ) ou simplement sp(V ) et c’est l’algèbre de Lie du groupe symplectique

correspondant. On se donne un drapeau V de V générique relativement à ξ et on désigne par

rV la sous-algèbre de Lie de gl(V )(ξ) constituée des endomorphismes stabilisant V qui est aussi

la sous-algèbre de Lie qV (ξ) de qV stabilisant ξ .

Proposition 4. (Voir[1, Proposition 5.3.1]) Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur

K muni d’une forme bilinéaire alternée ξ de rang maximal et V = {{0} = V0  V1  V2  

22



II.1 Cas des algèbres de Lie rV

· · ·  Vt−1  Vt = V } un drapeau générique relativement à ξ.

(a) Supposons que dim V est pair, de sorte que ξ est symplectique. Alors,

(i) on a ind(rV ) =
∑t

i=1[
1
2
(dim Vi − dim Vi−1)],

(ii) la dimension du radical unipotent d’un stabilisateur générique

de la représentation coadjointe de rV est h(V ),

(iii) l’algèbre de Lie rV est quasi-réductive si et seulement si le drapeau V vérifie la propriété

P.

(b) Supposons que dim V est impair et désignons par V ′ le drapeau du sous-espace Vt−1 obtenu

en supprimant l’espace V du drapeau V . Alors,

(iv) on a

ind(rV ) =

{ ∑t
i=1[

1
2
(dim Vi − dim Vi−1)] − 1 si dim Vt−1 < dim V − 1,

∑t
i=1[

1
2
(dim Vi − dim Vi−1)] + 1 si dim Vt−1 = dim V − 1,

(v) La dimension du radical unipotent d’un stabilisateur générique de la représentation co-

adjointe de rV est h(V ′).

(vi) L’algèbre de Lie rV est quasi-réductive si et seulement si le drapeau V ′ vérifie la propriété

P.

Remarque Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur K muni d’une forme bilinéaire

alternée ξ de rang maximal et

V = {{0} = V0  V1  V2  · · ·  Vt−1  Vt = V }

un drapeau générique relativement à ξ.

Supposons qu’il existe un sous-espace Vi du drapeau V tel que dim Vi soit pair. Alors ξ induit

une forme symplectique sur le sous-espace U = Vi de sorte que V est somme directe de U et

de son orthogonal W relativement à ξ. On désigne par U (resp. W ) le drapeau U = {{0} =

V0  V1  V2  · · ·  Vi−1  Vi = U} ( resp. W = {{0} = W0  W1 = Vi+1 ∩ W  · · ·  Vj =

Vi+j ∩ W  · · ·  Wt−i = W} ). Comme V est générique relativement à ξ, il est clair que U

(resp. W ) est générique relativement à ξ|U (resp.ξ|W ). Par suite, la sous-algèbre rV s’identifie

au produit direct rU × rW . En particulier, rV est quasi-réductive (resp.stable) si et seulement

si rU et rW le sont. De plus, on a

indrV = indrU + indrW et rangrV = rangrU + rangrW .

D’autre part, V vérifie la condition (∗) si et seulement s’il en est de même de U et de W .
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Proposition 5. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur K muni d’une forme bilinéaire

alternée ξ de rang maximal et

V = {{0} = V0  V1  V2  · · ·  Vt−1  Vt = V }

un drapeau de V générique relativement à ξ.

Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) rV est de rang nul.

(ii) V vérifie la condition (∗) et si dim V est impair, il en est de même de dim Vt−1.

Démonstration. D’après la remarque précédente, on se ramène à démontrer la proposition dans

l’un des cas suivants :

− dim V est pair , t ≥ 2 et pour 1 ≤ i ≤ t − 1, dim Vi est un nombre impair ,

− dim Vi impair pour 1 ≤ i ≤ t.

On pose dim Vi = 2pi + 1, 1 ≤ i ≤ t − 1 et ai = dim Vi − dim Vi−1, 1 ≤ i ≤ t. Alors

a1 = 2p1 + 1 = 2q1 + 1 est impair et ai = 2(pi − pi−1) = 2(qi + 1), 2 ≤ i ≤ t − 1 est pair.

On se place dans le premier cas et on pose dim Vt = 2pt. Alors at = 2(pt − pt−1) − 1 = 2qt + 1

est impair. D’après la proposition 4,

rangrV =
t∑

i=1

qi.

Ainsi, rV est de rang nul si et seulement si qi = 0 pour tout 1 ≤ i ≤ t. D’où la proposition dans ce

cas. On se place dans le deuxième cas. On pose dim V = 2pt+1. Alors at = 2(pt−pt−1) = 2(qt+1)

est pair. D’après la proposition 4, on a

rangrV =
t∑

i=1

qi.

La proposition est alors claire dans ce cas.

Théorème 6. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur K muni d’une forme bilinéaire

alternée ξ de rang maximal et

V = {{0} = V0  V1  V2  · · ·  Vt−1  Vt = V }

un drapeau générique relativement à ξ.

Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
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II.1 Cas des algèbres de Lie rV

(i) rV admet une forme linéaire stable.

(ii) rV est quasi-réductive.

Démonstration. Seule l’implication (i) ⇒ (ii) mérite démonstration. D’après la remarque pré-

cédente, on se ramène au cas où aucun des éléments du drapeau V , à l’exception de {0} et

V , est de dimension paire. On pose d = dim V et dim Vi = 2pi + 1, 1 ≤ i ≤ t, pt = [d
2
]. On

choisit une base e1, . . . , ed de V adaptée au drapeau V et telle que ξ =
∑

1≤i≤pt
e∗

2i−1 ∧ e∗
2i et

on pose Wi = Ke2pi−1+3 ⊕Ke2pi−1+4 ⊕ · · · ⊕Ke2pi
, 1 ≤ i ≤ t (on convient que p0 = −1). Alors

les Wi, 1 ≤ i ≤ t, sont des sous-espaces symplectiques deux à deux orthogonaux et il suit de [1,

lemme 26 et paragraphes 5.4, 5.5] que les sous-algèbres de Cartan de
∏

1≤i≤t sp(Wi) sont des

sous-algèbres de Cartan-Duflo de rV .

Soit donc j une sous-algèbre de Cartan de
∏

1≤i≤t sp(Wi). Le sous-espaces V 0 de V constitué des

vecteurs j-invariants n’est autre que (⊕1≤i≤tWi)⊥. On considère gl(V 0) comme une sous-algèbre

de gl(V ) en identifiant un élément X ∈ gl(V 0) avec l’endomorphisme linéaire de V agissant

comme X dans V 0 et trivialement dans son supplémentaire ⊕1≤i≤tWi. Alors, on vérifie que le

commutant de j dans gl(V ) est j⊕ gl(V 0). Il est alors clair que rj
V

= j⊕ rV 0 , où V 0 est la trace

du drapeau V sur le sous-espace V 0.

D’autre part, remarquons que ξ0 = ξ|V 0 est de rang maximal et V 0 est en position générique

par rapport à ξ0 (i.e rV 0 est de même type que rV ). Compte tenu de la proposition 15 et comme

rV 0 est de rang nul, on se ramène à traiter le cas de rang nul pour rV .

Il s’agit donc de montrer que si rangrV est nul et indrV est strictement positif, alors rV n’admet

pas de forme stable.

Compte tenu de ce qui précède, il suffit d’étudier les deux cas suivants :

(a) dim V = 2p, p ≥ 2 et dim Vi = 2i − 1 pour tout 1 ≤ i ≤ t − 1 de sorte que V =

{{0} = V0  V1  V2  · · ·  Vp  Vp+1 = V }. On choisit une base (e1, . . . , e2p) de V adaptée

au drapeau V telle que Vj = Ke1 ⊕ · · · ⊕Ke2j−1, 1 ≤ j ≤ p et ξ =
∑p

j=1 e∗
2j−1 ∧ e∗

2j. On note

(Eij)1≤i,j≤2p la base de gl(V ) canoniquement associée à la base (e1, . . . , e2p) de V .

Dans ces conditions, il résulte de [1, 5.4] que

g = rV = lV ⊕ nV , (II.1)

où

lV =
p⊕

j=1

KHj, (II.2)
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avec

Hj = E2j−1,2j−1 − E2j,2j,

est un facteur réductif de rV , commutatif dans ce cas, et

nV =
p⊕

j=1

KZj ⊕ (
p−1⊕

j=1

KTj), (II.3)

avec

Zj = 2E2j−1,2j et Tj = E2j−1,2j+2 + E2j+1,2j,

est le radical unipotent de rV , également commutatif dans ce cas.

On a alors :

[Hj, Zl] = 2δl,jZj

[Hj, Tl] = δl,jTj + δl,j−1Tj−1 = (δj,l + δj,l+1)Tl.

Soit g ∈ g∗. On pose n = g|nV
, g(Zj) = ζj et g(Tj) = τj.

Supposons que
∏p

j=1 ζj 6= 0. Alors, on a

g(n) = nV et g(g) = nV (g).

Par suite et compte tenu du lemme 2, on a NV .g = g + n⊥
V

, où NV désigne le radical unipotent

du sous-groupe algébrique connexe RV de GL(V ) d’algèbre de Lie rV . Ainsi, on peut supposer

que g|lV = 0.

Soit

X =
p∑

i=1

zi Zi +
p−1∑

i=1

ti Ti ∈ nV .

On a

[H1, X] = 2z1Z1 + t1T1,

[Hi, X] = 2ziZi + tiTi + ti−1Ti−1, 2 ≤ i ≤ p − 1,

[Hp, X] = 2zpZp + tp−1Tp−1.
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Alors, on a X ∈ nV (g) si et seulement si :





2ζ1z1 + τ1t1 = 0

2ζizi + τiti + τi−1ti−1 = 0, 2 ≤ i ≤ p − 1

2ζpzp + τp−1tp−1 = 0.

On en déduit que

g(g) =
p−1⊕

i=1

KWi,

avec

Wi = Ti −
τi

2
(

1
ζi

Zi +
1

ζi+1

Zi+1) = E2i−1,2i+2 + E2i+1,2i −
τi

2
(

1
ζi

E2i−1,2i +
1

ζi+1

E2i+1,2i+2).

Soit H =
∑p

i=1 Hi. Alors, on a

[H, Zl] = 2Zl et [H, Tl] = 2Tl

et donc

[H, Wl] = 2Wl, 1 ≤ l ≤ p − 1.

Il en résulte que

[g, g(g)] ∩ g(g) 6= {0}.

Compte tenu du lemme 2 et du fait que g est générique, il résulte que g n’admet pas de forme

linéaire stable.

(b) dim V = 2p + 1, p ≥ 2 et dim Vi = 2i − 1 pour tout 1 ≤ i ≤ t − 1 de sorte que

V = {{0} = V0  V1  V2  · · ·  Vp  Vp+1 = V }. On choisit une base (e1, . . . , e2p+1) de

V adaptée au drapeau V telle que Vj = Ke1⊕· · ·⊕Ke2j−1, 1 ≤ j ≤ p+1 et ξ =
∑p

j=1 e∗
2j−1∧e∗

2j.

Dans ces conditions et compte tenu de [1, 5.6], les matrices des éléments de rV dans la base

e1, . . . , e2p+1 sont de la forme :
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a1 z1 0 t1 0 0

0 −a1 0 0 0 0

0 t1 a2 z2 0 t2

0 0 0 −a2 0 0

0 0 0 t2 a3 z3

0 0 0 0 0 −a3

.

.

ap−1 zp−1 0 tp−1 0

0 −ap−1 0 0 0

0 tp−1 ap zp 0

0 0 0 −ap 0

0 0 0 tp ap+1




On voit alors que si l’on pose V ′ = Ke1 ⊕ · · · ⊕Ke2p, et

V ′ = {{0} = V ′
0  V ′

1 = V1  V ′
2 = V2  V ′

p = Vp  V ′
p+1 = V ′},

ξ|V ′ est symplectique et V ′ est en position générique par rapport à ξ|V ′ tandis que

rV = lV ⊕ nV (II.4)

où lV = lV ′ ⊕KHp+1 est un facteur réductif de rV qui est un tore dans ce cas, et nV = nV ′ ⊕KTp

son radical unipotent, avec

Hp+1 = E2p+1,2p+1 et Tp = E2p+1,2p. (II.5)

Dans ce cas, on a les crochets supplémentaires

[Hp+1, Zj] = 0 1 ≤ j ≤ p , [Hp+1, Tj] = 0 1 ≤ j ≤ p − 1

[Hj, Tp] = δjpTp 1 ≤ j ≤ p , [Hp+1, Tp] = Tp.

Soit g une forme fortement régulière sur g = rV . On pose n = g|nV
, ζj = g(Zj) et τj = g(Tj).

Supposons que τp

∏p
j=1 ζj 6= 0. Alors, on a g(n) = nV de sorte que, compte tenu du lemme 2,

NV .g = g + n⊥
V

, où NV désigne le radical unipotent du sous-groupe algébrique connexe RV de

GL(V ) d’algèbre de Lie rV , et qu’on peut supposer que g|lV = 0.

28



II.7 Réduction au cas de rang nul pour les sous-algèbres paraboliques d’une
algèbre de Lie orthogonale

D’autre part, si X =
∑p

l=1 zlZl +
∑p

l=1 tlTl, on a

[H1, X] = 2z1Z1 + t1T1

[Hi, X] = 2ziZi + ti−1Ti−1 + tiTi, 2 ≤ i ≤ p,

[Hp+1, X] = tpTp

Il s’ensuit que X ∈ g(g) = nV (g) si et seulement si





2ζ1z1 + τ1t1 = 0,

2ζizi + τi−1ti−1 + τiti = 0, 2 ≤ i ≤ p − 1

τptp = 0, .

On en déduit que g(g) =
⊕p−1

i=1 KWi, avec

Wi = Ti −
τi

2
(

1
ζi

Zi +
1

ζi+1

Zi+1) = E2i−1,2i+2 + E2i+1,2i −
τi

2
(

1
ζi

E2i−1,2i +
1

ζi+1

E2i+1,2i+2).

Si H =
∑p+1

i=1 Hi, on a

[H, Wi] = 2Wi pour 1 ≤ i ≤ p − 1.

Par suite, on a

[g, g(g)] ∩ g(g) 6= {0}.

Comme g est générique, ceci achève la démonstration dans ce cas.

7 Réduction au cas de rang nul pour les sous-algèbres

paraboliques d’une algèbre de Lie orthogonale

Le but de ce numéro est de ramener l’étude de la stabilité au cas de rang nul pour les sous-

algèbres paraboliques et qui nous sera utile pour la suite :

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur K muni d’une forme bilinéaire symétrique

non dégénérée B. On désigne par so(E) l’algèbre de Lie du groupe orthogonal correspondant.

Soit V = {{0} = V0  V1  V2  · · ·  Vt−1  Vt = V } un drapeau de sous-espaces totalement

isotropes de E avec dim V ≥ 1. On désigne par pV la sous-algèbre de Lie de so(E) constituée

des endomorphismes de E stabilisant le drapeau V : c’est une sous-algèbre parabolique de

so(E) et les sous-algèbres paraboliques de so(E) sont toutes obtenues ainsi.
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Soit maintenant g = pV . Supposons que g ne soit pas quasi-réductive et donc que rangg < indg.

On cherche à savoir si g admet ou non des formes stables.

Soit j une sous-algèbre de Cartan-Duflo de g et Π l’ensemble des poids non nuls de j dans E.

Si α ∈ Π ∪ {0}, on note Eα le sous-espace poids correspondant. Si α ∈ Π, −α ∈ Π, de plus Eα

et E−α sont des sous-espaces totalement isotropes mis en dualité par B. Si α, β ∈ Π sont tels

que α + β 6= 0, alors Eα et Eβ sont orthogonaux.

Soit Π+ ⊂ Π une partie telle que Π = Π+ ∐ Π− où Π− = −Π+.

Alors, on a

so(E)j = so(E0) ×
∏

α∈Π+

gl(Eα).

Pour α ∈ Π ∪ {0}, soit V α le drapeau de Eα dont les éléments sont ceux de U ∩ Eα, U ∈ V

rangés dans l’ordre strictement croissant, auxquels on adjoint Eα si α 6= 0. Alors, on a

gj = pV 0 ×
∏

α∈Π+

qV α

où avec les notations du numéro précédent qV α désigne la sous-algèbre parabolique de gl(Eα)

qui stabilise le drapeau V α. D’autre part, d’après Panyushev (voir [2]) les sous-algèbres parabo-

liques qV α sont stables. Il s’ensuit que gj admet des formes stables si et seulement si pV 0 admet

des formes stables. Or d’après le corollaire 16 et comme son centre est trivial, pV 0 est de rang

nul. Ainsi et compte tenu de la proposition 15, pour démontrer l’équivalence entre la quasi-

réductivité et la stabilité dans le cas considéré, on se ramène à montrer que les sous-algèbres

paraboliques de so(E) qui sont de rang nul et d’indice strictement positif ne sont pas stables.

8 Stabilité des sous-algèbres paraboliques de so(E)

Dans ce numéro, on va étudier la stabilité des sous-algèbres paraboliques des algèbres de Lie

orthogonales. Exactement, on va montrer l’assertion (ii) de la conjecture de Panyushev [2,

conjecture 5.6] pour le cas des sous-algèbres paraboliques d’une algèbre de Lie orthogonale.

Théorème 9. (Voir [1, 5.15]) Soit E un espace vectoriel de dimension q ≥ 3 sur K muni d’une

forme bilinéaire symétrique non dégénérée B, V = {{0} = V0  V1  V2  · · ·  Vt−1  Vt =

V } un drapeau de sous-espaces isotropes de E avec r = dim V ≥ 1. On note V ′ le drapeau tel

que V ′ = V \ {V }, si r est impair égal à q
2
, et V ′ = V , sinon.
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(i) On a les formules suivantes pour l’indice de la sous-algèbre parabolique pV :

ind (pV ) =





[ q
2
] − r +

∑t
i=1[

1
2
(dim Vi − dim Vi−1)] si r est pair,

[ q−1
2

] − r +
∑t

i=1[
1
2
(dim Vi − dim Vi−1)] si r est impair, et r < q

2
,

∑t
i=1[

1
2
(dim Vi − dim Vi−1)] − 1 si r est impair, r = q

2
et

dim Vt−1 < r − 1,

∑t
i=1[

1
2
(dim Vi − dim Vi−1)] + 1 si r est impair, r = q

2
et

dim Vt−1 = r − 1.

(ii) La dimension du radical unipotent d’un stabilisateur générique de la représentation coad-

jointe de pV est h(V ′).

(iii) L’algèbre de Lie pV est quasi-réductive si et seulement si le drapeau V ′ vérifie la propriété

P.

Proposition 10. Soit V = {{0} = V0  V1  V2  · · ·  Vt−1  Vt = V } un drapeau de

sous-espaces isotropes de E et pV la sous-algèbre parabolique qui stabilise le drapeau V . On pose

q = dim E et r = dim V . Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) pV est de rang nul.

(ii) La condition (∗) est satisfaite par V et (q, r) vérifie l’une des conditions suivantes :

(a) q ∈ {2r, 2r + 1}.

(b) r est impair et q = 2r + 2.
(II.6)

Démonstration. : Remarquons tout d’abord que l’algèbre de Lie pV est de rang nul si et seule-

ment si le nombre h(V ′) est égal à l’indice de pV . D’après le théorème 9, il suffit de considérer

les cas suivants :

On suppose que dim V = r est pair de sorte que V ′ = V . Dans ce cas, on a

ind(pV ) = [
q

2
] − r +

t∑

i=1

[
1
2

(dim Vi − dim Vi−1)].
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Par suite, on a

rangpV = 0 si et seulement si [
q

2
] − r = 0 et

t∑

i=1

[
1
2

(dim Vi − dim Vi−1)] = h(V ).

Ainsi, pV est de rang nul si et seulement si q ∈ {2r, 2r + 1} et le drapeau V vérifie la condition

(∗).

On suppose que dim V = r est impair et r < q
2

de sorte que V ′ = V . Dans ce cas, on

a

ind(pV ) = [
q − 1

2
] − r +

t∑

i=1

[
1
2

(dim Vi − dim Vi−1)].

Par suite, on a

rangpV = 0 si et seulement si [
q − 1

2
] − r = 0 et

t∑

i=1

[
1
2

(dim Vi − dim Vi−1)] = h(V ).

Ainsi, pV est de rang nul si et seulement si q ∈ {2r + 1, 2r + 2} et le drapeau V vérifie la

condition (∗).

On suppose maintenant que dim V = r est impair, r = q
2
. Dans ces conditions et compte

tenu du théorème 9, on a

ind(pV ) =

{ ∑t
i=1[

1
2
(dim Vi − dim Vi−1)] − 1 si dim Vt−1 < r − 1,

∑t
i=1[

1
2
(dim Vi − dim Vi−1)] + 1 si dim Vt−1 = r − 1.

La proposition est alors claire dans ce cas.

On garde les notations de 7. Si u, v ∈ E, on définit l’élément u ∧B v de so(E) en posant,

pour x ∈ E :

u ∧B v(x) = B(x, u)v − B(x, v)u.

Il existe une unique application linéaire ∧B : E⊗E 7→ so(E) telle que ∧B(u⊗v) = u∧Bv, laquelle

passe au quotient en un isomorphisme d’espaces vectoriels de ∧2E sur so(E). Plus généralement,

si V, W sont des sous-espaces de E tels que V ∩W = {0}, ∧B induit un isomorphisme d’espaces

vectoriels de ∧2V ( resp. V ⊗ W ) sur un sous-espace de so(E) noté Λ2
BV (resp. V ΛBW ).
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Si u1, u2, v1, v2 ∈ E, on a

[u1 ∧B v1, u2 ∧B v2] =B(u1, u2)v1 ∧B v2 + B(u1, v2)u2 ∧B v1

+ B(v1, u2)u1 ∧B v2 + B(v1, v2)u1 ∧B u2.
(II.7)

On munit so(E) de la forme bilinéaire symétrique non dégénérée et invariante L(X, Y ) =

−1
2
TrXY . Si u1, u2, v1, v2 ∈ E, on a

L(u1 ∧B v1, u2 ∧B v2) = det

(
B(u1, u2) B(u1, v2)

B(v1, u2) B(v1, v2)

)
.

Soit V un sous-espace isotrope non nul de E et W un supplémentaire dans E de l’orthogonal

V ⊥B de V pour B. Alors B induit une dualité entre V et W , la restriction de B à F = (V ⊕W )⊥B

est non dégénérée et on a E = V ⊕ F ⊕ W de sorte que V ⊥B = V ⊕ F . On identifie les algèbres

de Lie gl(V ) et so(F ) à des sous-algèbres de Lie de so(E) de la manière suivante :

- si X ∈ gl(V ), on l’étend en un élément encore noté X de so(E) en décidant que X|F = 0 et,

si y ∈ W , X.y est l’élément de W tel que

B(X.x, y) + B(x, X.y) = 0, x ∈ V,

- si X ∈ so(F ), on l’étend en un élément encore noté X de so(E) en décidant que X|F ⊥B = 0.

De plus, si X ∈ gl(V ), Y ∈ so(F ), u ∈ F , v, v′ ∈ V , on a

[X, u ∧B v] = u ∧B X.v,

[Y, u ∧B v] = Y.u ∧B v,

[Y, v ∧B v′] = 0,

[X, v ∧B v′] = X.v ∧B v′ + v ∧B X.v′.

(II.8)

- La forme L permet d’identifier ∧B
2 V ∗ (rep.(F ∧B V )∗) avec ∧B

2 W (resp.F ∧B V ).

Le théorème suivant est le résultat principal de ce travail.

Théorème 11. Soit E un espace vectoriel de dimension finie q ≥ 3 sur K muni d’une forme

bilinéaire symétrique B non dégénérée et V = {{0} = V0  V1  V2  · · ·  Vt−1  Vt = V } un

drapeau de sous-espaces isotropes de E avec dim V ≥ 1. On note pV la sous-algèbre parabolique

de so(E) qui stabilise le drapeau V . Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) pV admet une forme linéaire stable.
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(ii) pV est quasi-réductive.

Démonstration. On pose g = pV et dim V = r. D’après 7, on peut supposer que l’algèbre de

Lie pV est de rang nul c’est à dire que V vérifie la condition (∗) et (q, r) vérifie (II.6). Il s’agit

de montrer que si l’indice de pV est strictement positif, alors pV n’admet pas de formes stables.

On garde les notations précédentes et on commence par étudier un cas particulier : on suppose

que t ≥ 2 et pour 1 ≤ i ≤ t − 1, dim Vi est impair avec dim Vi = 2i − 1, de sorte que

V = {{0} = V0  V1  V2  · · ·  Vp  Vp+1 = V }, avec t = p + 1 et r ∈ {2p, 2p + 1}.

D’après [1, 5.15], on a

g =

{
qV ⊕ nV si r = dim V est pair ou F = 0,

qV × so(F ) ⊕ nV si r = dim V est impair et F 6= 0.

avec nV = F ∧B V ⊕ zV , zV = Λ2V (le centre de nV ), où nV est un idéal unipotent de g et qV

la sous-algèbre parabolique de gl(V ) qui stabilise le drapeau V .

Soit g une forme linéaire générique sur g et n (resp. ξ) sa restriction à nV (resp. zV ). Par

généricité de g, on peut supposer que ξ est une forme bilinéaire alternée sur V générique

relativement au drapeau V . On choisit une base e1, . . . , er de V adaptée au drapeau V telle

que, notant e∗
1, . . . , e∗

r la base duale, on ait ξ =
∑

1≤2i≤r e∗
2i−1 ∧ e∗

2i. On identifie F et F ∗ au

moyen de la forme bilinéaire symétrique non dégénérée induite par la restriction à F de celle

de B. Compte tenu des numéros 5.16, 5.18 et 5.19 de [1], on peut supposer que n|F ∧BV = 0 si

r est pair ou F = 0 et n = ξ + u∗ ∧ e∗
r, avec u ∈ F non isotrope, si r est impair et F 6= 0. On

note (Eij)1≤i,j≤r la base de gl(V ) telle que Eij(ek) = δj,kei, 1 ≤ k ≤ r.

Soit rV la sous-algèbre de Lie de qV qui stabilise la forme bilinéaire ξ sur V . Compte tenu

des formules (II.2), (II.3) et (II.5) de la démonstration du théorème 6 dont on reprend les

notations, on a

rV = lV ⊕ nV . (II.9)

avec

lV =
s⊕

j=1

KHj et nV = (
p⊕

j=1

KZj) ⊕ (
s−1⊕

j=1

KTj),

où s = p si r = 2p et s = p + 1 si r = 2p + 1.
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Alors

mV = (
p⊕

i=1

KSi) ⊕ (
s−1⊕

i=1

KE2i,2i+1) ⊕ (
⊕

j>i+1

KEi,j), (II.10)

où

Si = E2i−1,2i−1 + E2i,2i,

est un supplémentaire de rV dans qV .

D’une part et compte tenu des numéros 5.16 et 5.18 de [1], si r = 2p ou F = 0, on a

h := g(n) = rV ⊕ zV .

D’autre part et compte tenu du numéro 5.19 de [1], si r = 2p + 1 et F 6= 0, on a

h := g(n) = rV ′ ⊕ tV ′ ⊕ nV (n),

où V ′ = Ke1 ⊕· · ·⊕Ke2p, V ′ = {{0} = V ′
0  V ′

1 = V1  V ′
2 = V2  · · ·  V ′

p = Vp  V ′
p+1 = V ′}

le drapeau obtenu en remplaçant l’espace V par V ′ (ξ|V ′ est symplectique et V ′ est en position

générique par rapport à ξ|V ′), tV ′ = K(Tp − u ∧B e2p−1) et nV (n) = F ∧B e2p+1 ⊕ zV . De plus,

on a h + nV = rV ′ ⊕KTp ⊕ nV .

Quitte alors à translater g par un élément de exp nV , on peut supposer que, compte tenu du

lemme 2, g|mV
= 0 dans les deux cas traités.

On pose ζi = g(Zi), 1 ≤ i ≤ p, τi = g(Ti), 1 ≤ i ≤ s − 1. Par généricité de g, on peut

supposer que
∏p

i=1 ζi 6= 0 si r est pair et τp

∏p
i=1 ζi 6= 0 si r est impair. Soit λ = g|rV . Dans ces

conditions et compte tenu de la démonstration du théorème 6, on peut également supposer que

g|lV = λ|lV = 0. De plus et comme λ est générique, il suit des calculs de la démonstration du

théorème 6 que

rV (λ) =
p−1⊕

k=1

KWk,

avec

Wk = E2k−1,2k+2 + E2k+1,2k −
τk

2
(

1
ζk

E2k−1,2k +
1

ζk+1

E2k+1,2k+2), 1 ≤ k ≤ p − 1.

Avec ces hypothèses sur la forme linéaire g et ces notations, nous allons démontrer les deux

lemmes qui suivent.
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Lemme 12. On suppose que r = 2p ou F = 0. Alors, on a

(i) g(g) =
⊕p−1

k=1KCk, avec

Ck = Wk +
1
2

τk(e2k−1 ∧ e2k − e2k+1 ∧ e2k+2) +
1
2

ζk+1e2k−1 ∧ e2k+2 +
1
2

ζke2k ∧ e2k+1.

(ii) [g, g(g)] ∩ g(g) 6= {0}.

Démonstration. Rappelons que l’on a g|mV
= g|lV = 0.

Considérons, pour 1 ≤ k ≤ p − 1, les vecteurs Ck avec

Ck = Wk +
1
2

τk (e2k−1 ∧ e2k − e2k+1 ∧ e2k+2) +
1
2

ζk+1 e2k−1 ∧ e2k+2 +
1
2

ζk e2k ∧ e2k+1.

Remarquons tout d’abord que Ck ∈ h(h) = rV (λ) ⊕ zV avec h = g|h, de sorte que

Ck ∈ g(g) si et seulement si 〈g, [Ck, Y ]〉 = 0, ∀ Y ∈ mV .

Compte tenu de (II.10), on a

Ck ∈ g(g) si et seulement si





〈g, [Sj, Ck]〉 = 0, 1 ≤ j ≤ p,

〈g, [E2j,2j+1, Ck]〉 = 0, 1 ≤ j ≤ s − 1,

〈g, [Ei,j, Ck]〉 = 0, 2 ≤ i + 1 < j ≤ r.

D’une part, on a

[Sj, Ck] = δk,j(E2k−1,2k+2 − E2k+1,2k + τk e2k−1 ∧ e2k +
1
2

ζk+1 e2k−1 ∧ e2k+2

+
1
2

ζk e2k ∧ e2k+1) + δk+1,j(−E2k−1,2k+2 + E2k+1,2k − τk e2k+1 ∧ e2k+2

+
1
2

ζk+1 e2k−1 ∧ e2k+2 +
1
2

ζk e2k ∧ e2k+1)

= δk,j (−Tk + τk e2k−1 ∧ e2k) + δk+1,j (Tk − τk e2k+1 ∧ e2k+2) mod(mV + ker(n)),

de sorte que, compte tenu de nos hypothèses sur la forme linéaire g,

〈g, [Sj, Ck]〉 = 0, pour tout 1 ≤ j ≤ p.
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D’autre part, on a

[E2j,2j+1, Ck] = δk−1,j(E2k−2,2k+2 −
τk

2ζk

E2k−2,2k +
1
2

τk e2k−2 ∧ e2k

+
1
2

ζk+1 e2k−2 ∧ e2k+2) + δk,j(−E2k+1,2k+1 + E2k,2k

+
τk

2ζk

E2k−1,2k+1 −
τk

2ζk+1

E2k,2k+2 −
1
2

τk e2k ∧ e2k+2)

+ δk+1,j(−E2k−2,2k+3 +
τk

2ζk+1

E2k+1,2k+3)

= δk,j(Hk − Hk+1) mod(mV + ker(n)).

Comme on a g(Hk+1) = g(Hk) = 0, il suit de nos hypothèses sur la forme linéaire g, que

〈g, [E2j,2j+1, Ck]〉 = 0, pour tout 1 ≤ j ≤ s − 1.

Enfin, pour calculer le crochet [Ei,j, Ck] avec 2 ≤ i + 1 < j ≤ r, on distingue suivant la parité

de i et j :

(i) Pour i = 2l et j = 2l′ avec l + 1 ≤ l′, on a

[E2l,2l′ , Ck] = δk+1,l(−E2k−1,2l′ +
τk

2ζk+1

E2k+1,2l′) + δk,l (−E2k+1,2l′ +
τk

2ζk

E2k−1,2l′)

+
1
2

δk,l′(τk e2k−1 ∧ e2l + ζk e2l ∧ e2k+1)

+
1
2

δk+1,l′(−τk e2k+1 ∧ e2l + ζk+1 e2k−1 ∧ e2l)

= δk,lδk+1,l′(−
1
2

Zk+1 +
1
2

ζk+1 e2k−1 ∧ e2k) mod(mV + ker(n)),

de sorte que

〈g, [E2l,2l′ , Ck]〉 = 0, pour tout 1 ≤ l < l′.

(ii) Pour i = 2l et j = 2l′ + 1 avec 1 ≤ l < l′, on a
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[E2l,2l′+1, Ck] = δk+1,l(−E2k−1,2l′+1 +
τk

2ζk+1

E2k+1,2l′+1)

+ δk,l (−E2k+1,2l′+1 +
τk

2ζk

E2k−1,2l′+1)

+ δk−1,l′(E2l,2k+2 −
τk

2ζk

E2l,2k +
1
2

τk e2l ∧ e2k +
1
2

ζk+1 e2l ∧ e2k+2)

+ δk,l′(E2l,2k −
τk

2ζk+1

E2l,2k+2 −
1
2

τk e2l ∧ e2k+2 +
1
2

ζk e2k ∧ e2l).

Remarquons que, pour 1 ≤ l < l′, [E2l,2l′+1, Ck] ∈ ker(n) + mV de sorte que

〈g, [E2l,2l′+1, Ck]〉 = 0.

(iii) Pour i = 2l + 1 et j = 2l′ avec 1 ≤ l + 1 < l′, on a

[E2l+1,2l′ , Ck] =
1
2

δk,l′(τk e2k−1 ∧ e2l+1 + ζk e2l+1 ∧ e2k+1)

+
1
2

δk+1,l′(−τk e2k+1 ∧ e2l+1 + ζk+1 e2k−1 ∧ e2l+1).

On voit donc que, pour 1 ≤ l + 1 < l′, [E2l,2l′+1, Ck] ∈ ker(n). Par suite

〈g, [E2l,2l′+1, Ck]〉 = 0.

(iv) Pour i = 2l + 1 et j = 2l′ + 1 avec 0 ≤ l < l′, on a

[E2l+1,2l′+1, Ck] = δk−1,l′(E2l+1,2k+2 −
τk

2ζk

E2l+1,2k +
1
2

τk e2l+1 ∧ e2k

+
1
2

ζk+1 e2l+1 ∧ e2k+2) + δk,l′(E2l+1,2k −
τk

2ζk+1

E2l+1,2k+2

−
1
2

τk e2l+1 ∧ e2k+2 −
1
2

ζk e2l+1 ∧ e2k)

= δk−1,lδk,l′(
1
2

Zk −
1
2

ζk e2k−1 ∧ e2k) mod(mV + ker(n)),

de sorte que, compte tenu de nos hypothèses sur la forme linéaire g,

〈g, [E2l+1,2l′+1, Ck]〉 = 0 pour tout 0 ≤ l < l′.

38



II.8 Stabilité des sous-algèbres paraboliques de so(E)

Par suite, pour 1 ≤ k ≤ p − 1, on a

〈g, [Ck, Y ]〉 = 0 ∀ Y ∈ g.

On a donc

Ck ∈ g(g) pour tout 1 ≤ k ≤ p − 1.

D’autre part, remarquons que la famille {Ck, 1 ≤ k ≤ p − 1} est une famille libre de g(g). De

plus, comme dim(g(g)) = h(V ) = p − 1, cette famille est maximale et donc elle forme une base

de g(g). On a donc

g(g) =
p−1⊕

k=1

KCk.

On pose Rk = E2k−1,2k−1 + E2k+1,2k+1. On a Rk ∈ g et

[Rk, Ck] = Ck pour 1 ≤ k ≤ p − 1,

ceci montre alors que [g, g(g)] ∩ g(g) 6= {0} de sorte que, compte tenu du lemme 2 et du fait

que la forme linéaire g est générique, g = pV est non stable .

Lemme 13. On suppose que dim V = 2p + 1 et F 6= {0}. Ici dim F ∈ {1, 2}, V = {{0} =

V0  V1  V2  · · ·  Vp  Vp+1 = V } et n = ξ + u∗ ∧ e∗
2p+1, avec u ∈ F non isotrope. On

rappelle les vecteurs Ck du lemme 12. Alors, on a

(i) g(g) =
⊕p−1

k=1KCk ⊕KDp, avec

Dp = Tp − u ∧B e2p−1 − τpu ∧B e2p+1 −
τp

2ζp

Zp +
1
2

τp e2p−1 ∧ e2p +
1
2

ζp e2p ∧ e2p+1.

(ii) [g, g(g)] ∩ g(g) 6= {0}.

Démonstration. Rappelons dans ce cas que l’on a g|mV
= g|so(F ) = g|lV = 0.

Remarquons tout d’abord que dans ce cas les vecteurs Ck appartiennent à h. De plus, on

a

〈g, [Ck, Y ]〉 = 0, ∀ Y ∈ rV et [Ck, so(F )] = 0.
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D’autre part et compte tenu des calculs du cas précédent, on a

〈g, [Ck, Y ]〉 = 0, ∀ Y ∈ mV ,

de sorte que 〈g, [Ck, Y ]〉 = 0 pour tout Y ∈ g. On a donc Ck ∈ g(g).

Considérons le vecteur Dp avec

Dp = Tp − u ∧B e2p−1 − τpu ∧B e2p+1 −
τp

2ζp

Zp +
1
2

τp e2p−1 ∧ e2p +
1
2

ζpe2p ∧ e2p+1.

Remarquons tout d’abord que Dp ∈ h de sorte que

Dp ∈ g(g) si et seulement si





〈g, [Dp, Y ]〉 = 0, ∀ Y ∈ rV ,

〈g, [Dp, Y ]〉 = 0, ∀ Y ∈ so(F ),

〈g, [Dp, Y ]〉 = 0, ∀ Y ∈ mV .

Compte tenu de (II.9), on a

〈g, [Dp, rV ]〉 = 0 si et seulement si





〈g, [Zj, Dp]〉 = 0, 1 ≤ j ≤ p + 1,

〈g, [Tj, Dp]〉 = 0, 1 ≤ j ≤ p,

〈g, [Hj, Dp]〉 = 0, 1 ≤ j ≤ p.

On a, pour 1 ≤ j ≤ p + 1,

[Hj, Dp] =





Tp − τp u ∧B e2p+1 mod(ker(n)) si j = p + 1,

Tp − τp

ζp
Zp mod(ker(n)) si j = p,

0 si j ≤ p − 2.

De plus, pour 1 ≤ j ≤ p, on vérifie aisément que

[Dp, Zj] =

{
0 mod(ker(n)) si j = p,

0 sinon ,

et

[Dp, Tj] =

{
0 mod(ker(n)) si j = p ou j = p − 1,

0 sinon,
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de sorte que, compte tenu de nos hypothèses sur la forme linéaire g,

〈g, [Dp, Y ]〉 = 0, pour tout Y ∈ rV .

De plus, il est clair que, pour tout Y ∈ so(F ), on a [Y, Dp] ∈ ker(n) de sorte que 〈g, [Dp, so(F )]〉 =

{0}.

Par suite et compte tenu de (II.10), on a Dp ∈ g(g) si et seulement si





〈g, [Sj, Dp]〉 = 0, pour 1 ≤ j ≤ p,

〈g, [E2j,2j+1, Dp]〉 = 0, pour 1 ≤ j ≤ p,

〈g, [Ei,j, Dp]〉 = 0, pour 2 ≤ i + 1 < j ≤ 2p + 1.

D’une part, on a

[Sj, Dp] =

{
−Tp + τp e2p−1 ∧B e2p mod(ker(n)) si j = p,

0 si j ≤ p − 1,

de sorte que, pour 1 ≤ k ≤ p,

〈g, [Sj, Dp]〉 = 0.

D’autre part, on a

[E2j,2j+1, Dp] =





E2p,2p − E2p+1,2p+1 + τp

2ζp
E2p−1,2p+1 mod(ker(n)) si j = p,

− τp

2ζp
E2p−2,2p mod(ker(n)) si j = p − 1,

0 si j ≤ p − 2.

Comme E2p,2p − E2p+1,2p+1 ∈ lV + mV et E2p−1,2p+1, E2p−2,2p ∈ mV , on voit alors que, pour

1 ≤ j ≤ p,

〈g, [E2j,2j+1, Dp]〉 = 0.

Enfin, pour calculer le crochet [Ei,j, Dp] avec 2 ≤ i + 1 < j ≤ 2p + 1, on distingue suivant la

parité de i et j.
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(i) Pour i = 2k′ et j = 2l′ avec k′ + 1 ≤ l′ ≤ p, on a

[E2k′,2l′ , Dp] =

{
−1

2
τp e2k′ ∧ e2p−1 + 1

2
ζp e2k′ ∧ e2p+1 = 0 mod(ker(n)) si l′ = p,

0 sinon,

de sorte que

〈g, [E2k′,2l′ , Dp]〉 = 0.

(ii) Pour i = 2k′ et j = 2l′ + 1 avec 1 ≤ k′ < l′ ≤ p, on a

[E2k′,2l′+1, Dp] =





E2k′,2p − τp u ∧B e2k′ − 1
2

ζp e2k′ ∧ e2p si l′ = p,

−u ∧B e2k′ − τp

2ζp
E2k′,2p + 1

2
τp e2k′ ∧ e2p si l′ = p − 1,

0 sinon.

Remarquons que [E2k′,2l′+1, Dp] ∈ mV + ker(n) de sorte que

〈g, [E2k′,2l′+1, Dp]〉 = 0.

(iii) Pour i = 2k′ + 1 et j = 2l′ avec 1 ≤ k′ + 1 < l′ ≤ p, on a

[E2k′+1,2l′ , Dp] =

{
−1

2
τp e2k′+1 ∧ e2p−1 + 1

2
ζp e2k′+1 ∧ e2p+1 si l′ = p,

0 sinon.

On voit alors que

[E2k′+1,2l′ , Dp] =

{
0 mod(ker(n)) si l′ = p,

0 sinon,

de sorte que

〈g, [E2k′+1,2l′ , Dp]〉 = 0.

(iv) Pour i = 2k′ + 1 et j = 2l′ + 1 avec 0 ≤ k′ < l′ ≤ p, on a

[E2k′+1,2l′+1, Dp] =





E2k′+1,2p − τp u ∧B e2k′+1 − 1
2

ζp e2k′+1 ∧ e2p si l′ = p,

−u ∧B e2k′+1 − τp

2ζp
E2k′+1,2p + 1

2
τp e2k′+1 ∧ e2p si l′ = p − 1,

0 sinon.

Par suite, on a les résultats suivants :
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- Pour l′ < p − 1, on a

[E2k′+1,2l′+1, Dp] = 0.

- Pour l′ = p − 1, on a

[E2k′+1,2l′+1, Dp] ∈ mV + ker(n).

- Pour l′ = p et k′ < p − 1

[E2k′+1,2l′+1, Dp] ∈ mV + ker(n).

- Pour l′ = p et k′ = p − 1, on a

[E2k′+1,2l′+1, Dp] = E2p−1,2p − τp u ∧B e2p−1 −
1
2

ζp e2p−1 ∧ e2p

=
1
2

Zp −
1
2

ζp e2p−1 ∧ e2p mod(ker(n)).

Compte tenu de nos hypothèses sur la forme linéaire g, il suit que

〈g, [E2k′+1,2l′+1, Dp]〉 = 0, 0 ≤ k′ < l′ ≤ p.

D’après ce qui précède, on voit que

〈g, [Dp, Y ]〉 = 0, pour tout Y ∈ g.

On a donc Dp ∈ g(g).

Remarquons que la famille {Ck, 1 ≤ k ≤ p − 1, Dp} est une famille libre de g(g). De plus,

comme dim(g(g)) = h(V ) = p, cette famille est maximale et donc elle forme une base de g(g).

On a donc

g(g) =
p−1⊕

k=1

KCk ⊕KDp.

On pose Rk = E2k−1,2k−1 + E2k+1,2k+1. On a Rk ∈ g pour tout 1 ≤ k ≤ p et on a

[Rk, Ck] = Ck, 1 ≤ k ≤ p − 1 et [Rp, Dp] = Dp,

de sorte que [g, g(g)] ∩ g(g) 6= {0}. Ceci montre alors que, compte tenu du lemme 2 et du fait

que la forme linéaire g est générique, g = pV est non stable.

Pour achever la démonstration du théorème, on considère le cas où (q, r) vérifie (II.6) et

le drapeau V vérifie la condition (∗) sans que les sous-espaces Vi du drapeau soient tous de
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dimension impaire pour 1 ≤ i ≤ t − 1. On reprend les notations des cas précédents.

Soit donc g = pV avec V = {{0} = V0  V1  V2  · · ·  Vt−1  Vt = V } un drapeau

de sous-espaces isotropes vérifiant la condition (∗) et (q, r) la condition (II.6). En particulier

dim F ≤ 2 et si dim F = 2, r = dim V est impair.

On a g = (qV × so(F )) ⊕ nV avec nV = F ∧B V ⊕ zV et zV = Λ2
BV .

Soit g ∈ g∗ générique. On peut supposer que ξ = g|zV
∈ Λ2

BV ∗ est générique relativement à

V . On considère ξ comme un élément de n∗
V noté alors nξ. Par généricité de g et compte tenu

des numéros 5.16, 5.18 et 5.19 de [1], on peut supposer que n = g|nV
= nξ si r est pair et

n = nξ + l ∧ e∗
r, avec l ∈ F ∗ non isotrope, si r est impair.

Soit k0 = 0 < k1 < · · · < ks−1 < ks = t ceux des indices j ∈ 0, . . . , t tels que dim Vj soit pair ou

j = t. Pour 1 ≤ i ≤ s, on pose Wi = Vki
∩ V

⊥ξ

ki−1
et on désigne par Vi la trace du drapeau V sur

le sous-espace Wi. On a V = ⊕s
i=1Wi.

Soit Ṽ ⊂ V le sous-drapeau constitué des espaces Vki
, 0 ≤ i ≤ s. On a

qV =
s∏

i=1

qVi
⊕ uq

Ṽ

où qVi
désigne la sous-algèbre parabolique de gl(Wi) qui stabilise le drapeau Vi et uq

Ṽ
le radical

unipotent de la sous-algèbre parabolique q
Ṽ

. Comme

h + nV =

{
rV + nV si r est pair ou F = 0,

rV ′ ⊕KTp + nV si r est impair et F 6= 0.

et exp(nV (n)).g = g + (h + nV )⊥, on peut supposer que g|uq
Ṽ

= 0.

On pose s̃ = s, si F = 0 ou r est pair, et s̃ = s − 1, si F 6= 0 et r est impair. On consi-

dère les sous-algèbres de Lie de g, gi = qVi
⊕ zWi

, pour 1 ≤ i ≤ s̃ et, si F 6= 0 et r est impair,

gs = qVs
× so(F ) ⊕ nWs

(en convenant que nWs
= F ∧B Ws ⊕ zWs

). Enfin, on note gi = g|gi
,

1 ≤ i ≤ s. Alors, on a

g = gi ⊕ (
∏

j 6=i

qVj
) ⊕ uq

Ṽ
⊕ F ∧B V ⊕ (⊕k<lWk ∧B Wl) ⊕ (⊕j 6=i ∧2

B Wj), 1 ≤ i ≤ s̃,
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et si F 6= 0 et r est impair, on a

g = gs ⊕ (
∏

j<s

qVj
) ⊕ uq

Ṽ
⊕ (⊕j<sF ∧B Wj) ⊕ (⊕k<lWk ∧B Wl) ⊕ (⊕j<s ∧2

B Wj).

En regardant les crochets de gi avec les différents autres sous-espaces apparaissant dans cette

décomposition de g en somme directe, on peut montrer que gi(gi) ⊂ g(g).

Compte tenu de nos hypothèses, il existe deux sous-espaces consécutifs du drapeau V qui sont

tous deux de dimension impaire. Ainsi l’une au moins des gi n’est pas stable d’après le cas

précédent. Comme gi(gi) ⊂ g(g), il résulte alors du lemme 2 que g n’est pas stable.

Remarque On garde les notations précédentes. Comme la forme linéaire g est générique, il

existe un ouvert de Zariski U G-invariant contenant g. Ainsi et comme g ∈ uq⊥
Ṽ

, où uq⊥
Ṽ

désigne

l’orthogonal de uq
Ṽ

dans g∗, U ∩ uq⊥
Ṽ

est un ouvert de Zariski non vide de uq⊥
Ṽ

. Soit ϕ la

projection de uq⊥
Ṽ

dans g∗
i . Comme ϕ(U ∩ uq⊥

Ṽ
) est un ouvert de Zariski non vide de g∗

i , on

voit alors que gi = g|gi
est générique. Ainsi et compte tenu du cas précédent, on a une formule

explicite pour le stabilisateur gi(gi).

Lorsque g est de rang nul, en utilisant le résultat qui donne l’indice de g et des gi dans le

théorème 9, on déduit que g(g) = ⊕igi(gi). Comme on a déterminé explicitement gi(gi) dans

le cas précédent, on a alors une formule explicite pour le stabilisateur d’une forme linéaire

générique.
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Chapitre III

Stabilité pour Le cas des sous-algèbres

paraboliques des algèbres de Lie simples

exceptionnelles

1 Notations et rappels

Dans cette partie, on renvoie à [8] et [2] pour les concepts généraux utilisés.

Soient g une algèbre de Lie semi-simple sur K, G son groupe adjoint, K sa forme de Killing, h

une sous-algèbre de Cartan de g, et ∆ le système de racines du couple (g, h). On fixe une base

Π de ∆ (que l’on notera ∆Π), et on désigne par ∆+
Π (resp. ∆−

Π) l’ensemble des racines positives

(resp. négatives) associé. Pour toute partie Π′ de Π, on note ZΠ′ (resp. NΠ′) l’ensemble des

combinaisons linéaires à coefficients dans Z (resp. dans N) des éléments de Π′. On pose

∆Π′ = ∆Π ∩ ZΠ′, ∆+
Π′ = ∆Π ∩ NΠ′ = ∆+

Π ∩ ∆Π′ .

Si α ∈ ∆Π, gα est le sous-espace radiciel associé à α. On pose

n± =
∑

α∈∆±
Π

gα, b± = h ⊕ n±.

Soit {hα, α ∈ Π; xα, α ∈ ∆Π} une base de Chevalley et {h∗
α, α ∈ Π; x∗

α, α ∈ ∆Π} la base duale

associée.

On a alors (cf [8], 20.6)

- g = h ⊕
⊕

α∈∆ gα = h ⊕ n+ ⊕ n− avec dim gα = 1.

- Si α, β ∈ ∆Π, alors [gα, gβ] = gα+β.

- [gα, g−α] = Khα, α(hα) = 2.
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Soit S une partie de Π. Par récurrence sur le cardinal de S, on définit un sous-ensemble K (S)

de l’ensemble des parties de S de la manière suivante (la notion de connexité est relative au

diagramme de Dynkin) :

(i) K (∅) = ∅.

(ii) Si S1, S2...Sr sont les composantes connexes de S, on a :

K (S) = K (S1) ∪ ... ∪ K (Sr)

(iii) Si S est connexe, alors :

K (S) = {S} ∪ K ({α ∈ S; 〈α, ε∨
S〉 = 0}),

εS étant la plus grande racines de ∆S et 〈α, ε∨
S〉 = α(hεS

).

Cette construction est due à Kostant (voir [5] et [6]).

On a les résultats suivant :

Lemme 2. (voir [8, ch.40])

i) Tout K ∈ K (S) est une partie connexe de Π.

ii) Si K, K ′ ∈ K (S), alors ou K ⊂ K ′, ou K ′ ⊂ K, ou K et K ′ sont des parties disjointes de

S telles que α + β /∈ ∆Π si α ∈ ∆K et β ∈ ∆K′.

iii) {εK ; K ∈ K (S)} est un ensemble de racines deux à deux fortement orthogonales de ∆Π.

Conservons les notations précédentes. Si K ∈ K (Π), on pose

ΓK = {α ∈ K; 〈α, ε∨
K〉 > 0}, aK =

∑

α∈ΓK

gα.

Lemme 3. (voir [8, ch.40])

Soient K, K ′ ∈ K (Π), α, β ∈ ΓK, et γ ∈ ΓK′
.

(i) On a ΓK = ∆+
K\{δ ∈ ∆+

K ; 〈δ, ε∨
K〉 = 0}.

(ii) L’ensemble ∆+
Π est réunion disjointe des ΓK′′

pour K ′′ ∈ K (Π), et aK′′ est une algèbre de

Heisenberg, de centre gεK′′ .

(iii) Si α + β ∈ ∆Π, on a α + β = εK.

(iv) Si α + γ ∈ ∆Π, alors ou K ⊂ K ′ et α + γ ∈ ΓK′
, ou K ′ ⊂ K et α + γ ∈ ΓK.

On note kΠ le cardinal de K (Π) qui ne dépend que de g. On donne dans le tableau ci-

dessous la valeur de kΠ pour les différents types d’algèbres de Lie simples. Si r est un nombre

rationnel, [r] désigne sa partie entière.
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kΠ Al Bl Cl Dl E6 E7 E8 F4 G2

[ l+1
2

] l l 2[ l
2
] 4 7 8 4 2

Tableau III.1 – kΠ pour les différents types d’algèbres de Lie simples.

Pour Π′ une partie de Π, on note EΠ′ l’ensemble des racines εK , avec K ∈ K (Π′) et on note

kΠ′ son cardinal.

On décrit ci-dessous EΠ dans le cas des algèbres de Lie simples classiques :

EΠ = {εi = αi + · · · + αi+(ℓ−2i+1), i ≤

[
ℓ + 1

2

]
}

EΠ = {εi = αi−1 + 2αi + · · · + 2αℓ, i pair, i ≤ ℓ} ∪ {εi = αi, i impair, i ≤ ℓ}

EΠ = {εi = 2αi + · · · + 2αℓ−1 + αℓ, i ≤ ℓ − 1} ∪ {εℓ = αℓ}
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EΠ = {εi = αi−1 + 2αi + · · · + 2αℓ−2 + αℓ−1 + αℓ, i pair, i < ℓ − 1} ∪ {εi = αi, i impair, i <

ℓ} ∪ {εℓ = αℓ}

EΠ = {εi = αi−1 + 2αi + · · · + 2αℓ−2 + αℓ−1 + αℓ, i pair , i < ℓ − 1 ∪ {εi = αi, i impair , i <

ℓ} ∪ {εℓ−1 = αℓ−2 + αℓ−1 + αℓ}

Fig1 : Eπ dans le cas classique.

On décrit ci-dessous EΠ dans le cas des algèbres de Lie simples exceptionnelles qui nous sera

utile pour la suite :

Eπ = {ǫ1 = 32, ǫ2 = 10}
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Eπ = {ǫ1 = 2342, ǫ2 = 0122, ǫ3 = 0120, ǫ4 = 0100}

Eπ = {ǫ1 = 12321

2

, ǫ2 = 11111

0

, ǫ3 = 01110

0

, ǫ4 = 00100

0

}

Eπ = {ǫ1 = 234321

2

, ǫ2 = 012221

1

, ǫ3 = 012100

1

, ǫ4 = 000001

0

, ǫ5 = 000000

1

, ǫ6 =

010000

0

, ǫ7 = 000100

0

}
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Eπ = {ǫ1 = 2465432

3

, ǫ2 = 2343210

2

, ǫ3 = 0122210

1

, ǫ4 = 0121000

1

, ǫ5 = 000000

1

, ǫ6 =

0000010

0

, ǫ7 = 0100000

0

, ǫ8 = 0001000

0

}

Fig2 : Eπ dans le cas exceptionnel.

4 Caractérisation des sous-algèbres paraboliques en terme

de système de racines

On garde les notations précédentes et on désigne par p+
Π′ la sous-algèbre de g engendrée

par b+ et les g−α, α ∈ Π′ : c’est une sous-algèbre parabolique de g et toutes les sous-algèbres

paraboliques de g sont à conjugaison près obtenues ainsi. On note p−
Π′ la sous-algèbre parabolique

opposée à p+
Π′ , i.e, la sous-algèbre engendrée par b− = h⊕ n− et les gα, α ∈ Π′. Si Π′ = {α}, on

note p±
Π′ plus simplement p±

α . On a b± = p±
∅ .

Si v ∈ g et a est une sous-algèbre de g, on note ϕv la forme linéaire sur a définie par ϕv(x) =

K(v, x) pour tout x ∈ a. Si g = p+
Π′ , l’application v → ϕv induit un isomorphisme d’espaces

vectoriels de p−
Π′ sur (p+

Π′)∗.

Soient Π′, Π′′ deux parties de Π. On note qΠ′,Π′′ l’intersection de deux sous-algèbres paraboliques

p+
Π′ et p−

Π′′ . La sous-algèbre qΠ′,Π′′ est dite sous-algèbre biparabolique associée à Π′ et Π′′. En

particulier, lorsque Π′ = Π ou Π′′ = Π, qΠ′,Π′′ est une sous-algèbre parabolique.

On note EΠ′,Π′′ (resp. EΠ′) le sous-espace de h∗ engendré par {ǫK , K ∈ K (Π′)∪K (Π′′)} (resp.

{ǫK , K ∈ K (Π′)}). Ainsi, dim EΠ′,Π′′ = kΠ′ + kΠ′′ − dim(EΠ′ ∩ EΠ′′). D’après [4], on a

ind qΠ′,Π′′ = (rang g − dim EΠ′,Π′′) + (kΠ′ + kΠ′′ − dim EΠ′,Π′′). (III.1)

Remarque D’après (III.1), on a ind p+
Π′ = 0 si et seulement si EΠ′ ∩ EΠ = {0} et kΠ′ + kΠ =

rang g.

Définition Soient Π′, Π′′ deux parties de Π. On dit que Π′ est non liée à Π′′ si α est orthogonal

à β, pour tout (α, β) ∈ Π′ × Π′′.

Pour une racine positive α, on note K+
Π (α) l’unique élément L ∈ K (Π) tel que ǫL − α ∈ ∆+

Π.
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Définition On dit que deux parties non liées Π′ et Π′′ vérifient la condition (∗) si :

K+
Π (α) 6= K+

Π (β) ∀ (α, β) ∈ Π′ × Π′′.

Remarque La condition (∗) est toujours vérifiée si rang g = kΠ.

Lemme 5. (Voir [8, Proposition 40.6.3]) Soit m ⊂ n+ un idéal de b+. On pose u− =
∑

K∈K (Π) x−ǫK
. Alors la B-orbite de (ϕu−|m) est ouverte dans m∗ où B désigne le sous-groupe

de Borel d’algèbre de Lie b+.

Lemme 6. (Voir [7]) Soient g une algèbre de Lie semi-simple, rg(g) son rang, kΠ le cardinal

de K (π) et b une sous-algèbre de Borel de g. Alors

(i) L’espace b∗ contient un élément stable.

(ii) L’indice de b est égal rg(g) − kΠ.

Soit Π′ une partie de Π. On note n±
Π′ =

⊕
α∈∆±

Π′
gα. On a p+

Π′ = lΠ′ ⊕m+
Π′ , avec lΠ′ = h⊕n+

Π′ ⊕n−
Π′

un facteur réductif de p+
Π′ et m+

Π′ =
⊕

α∈∆+
Π

\∆+

Π′
gα son radical unipotent. On note gΠ′ l’algèbre

dérivée de lΠ′ et z(lΠ′) son centre. D’après le lemme précédent, on peut choisir w′ ∈ lΠ′ tel que la

forme linéaire ϕw soit régulière sur p+
Π′ , avec w = w′ + u−

Π′ et u−
Π′ =

∑
K∈K (Π)\K (Π′)

x−ǫK
. On note

s′ l’image de p+
Π′(ϕw) par la projection de p+

Π′ sur son algèbre dérivée gΠ′ ⊕ m+
Π′ parallèlement

à z(lΠ′). Enfin, on note l′ l’intersection de z(lΠ′) avec
⋂

K∈K (Π)\K (Π′)

ker ǫK .

Avec ces hypothèses et ces notations, on a le résultat suivant :

Lemme 7. (Voir [2, Lemme 2.9]) Soit Π′ une partie de Π. Alors

(i) ind p+
Π′ = dim s′ + dim l′.

(ii) Soit Π′′ ⊂ Π tel que Π′ et Π′′ ne sont pas liées et vérifient (∗). On a [s′, p+
Π′∪Π′′ ] ⊂ p+

Π′ et

ϕw([s′, p+
Π′∪Π′′ ]) = {0}.

Remarque Soient Π′, Π′′ deux parties non liées de Π. Alors, EΠ′∪Π′′,Π = EΠ′,Π + EΠ′′,Π. Ainsi

et compte tenu de la formule (III.1), on a

ind p+
Π′∪Π′′ = ind p+

Π′ + ind p+
Π′′ − (rang g + kΠ − 2 dim(EΠ′,Π ∩ EΠ′′,Π)). (III.2)

Proposition 8. Soient g une algèbre de Lie simple exceptionnelle et Π′, Π′′ deux parties non

liées de Π. On suppose que rang g = kΠ. Si p+
Π′∪Π′′ est stable alors p+

Π′ et p+
Π′′ le sont.

Démonstration. On garde les notations précédentes. D’après le lemme 5, il existe f ∈ (p+
Π′∪Π′′)∗

stable telle que f|p+

Π′
= ϕw avec w = w′ + u−

Π′ et la forme linéaire ϕw est régulière dans (p+
Π′)∗.
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Comme rang g = kΠ (ie. l’ensemble des ǫK , K ∈ K (Π) forme une base de h∗), il vient avec

les notations du lemme 7 que l′ = {0} et s′ = p+
Π′(ϕw). En effet, si h ∈ l′, on a d’une part

ǫK(h) = 0 pour tout K ∈ K (Π)\K (Π′) puisque h ∈
⋂

K∈K (Π)\K (Π′)

ker ǫK . D’autre part, le

fait que h ∈ z(lΠ′) implique que ǫK(h) = 0 pour tout K ∈ K (Π′). Ceci montre alors que

h ∈
⋂

K∈K (Π)

ker ǫK = {0}. Ainsi et compte tenu du lemme 7, on a p+
Π′(ϕw) ⊂ pΠ′∪Π′′(f). Par

suite et comme la forme linéaire f est stable, il résulte du lemme 2 que la forme linéaire ϕw est

stable sur p+
Π′ . D’où la proposition.

Les paragraphes qui suivent sont essentiellement consacrés à la démonstration du

Théorème 9. Une sous-algèbre parabolique d’une algèbre de Lie simple de type exceptionnel

est stable si et seulement si elle est quasi-réductive.

10 Cas des sous-algèbres paraboliques minimales

Dans la suite g désigne une algèbre de Lie simple de type exceptionnel. On numérote les

racines de Π comme dans le premier paragraphe. Compte tenu de la proposition précédente,

dans le cas où rang g = kΠ, i.e. g non de type E6, l’étude de la stabilité des sous-algèbres para-

boliques p+
Π′ se ramène au cas où Π′ est connexe. On commence par le cas où p+

Π′ est minimale,

i.e Π′ est un singleton.

Définition Une algèbre de Lie algébrique g est dite de Frobenius s’il existe une forme linéaire

g ∈ g∗ telle que g(g) = {0}.

De manière équivalente, cela revient à demander que l’espace dual g∗ de g admette une orbite

coadjointe ouverte.

Proposition 11. Soit p une sous-algèbre parabolique minimale d’une algèbre de Lie simple

exceptionnelle de type G2, F4, E7, E8. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) p admet une forme linéaire stable.

(ii) p est quasi-réductive.

Démonstration. On commence par le lemme suivant qui nous a été suggéré par Duflo :

Lemme 12. Soit g une algèbre de Lie algébrique et b ⊂ g une sous-algèbre algébrique. On

suppose que b est une algèbre de Frobenius et que dim g/b = 1. Soit λ ∈ b∗ une forme régulière

et h ∈ b l’unique élément tel que h.λ = −λ. Alors si adg/bh = Id, g n’est pas stable.
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Démonstration. Supposons que g est stable. Alors il existe une forme linéaire g stable telle

que g|b = λ. Soit x ∈ g(g) non nul. On a g(g) = Kx et g = b ⊕ g(g). Comme h.λ = −λ et

adg/bh = Id, il résulte que h.g = −g de sorte que [h, x].g = 0. Par suite, on a [h, x] = x et donc

g(g) ∩ [g(g), g] 6= {0}. Ceci et compte tenu du lemme 2 contredit le fait que la forme linéaire g

est stable.

Soient p une sous-algèbre parabolique minimale et non quasi-réductive d’une algèbre de Lie

simple exceptionnelle de type G2, F4, E7, E8 et b ⊂ p une sous-algèbre de Borel. D’après le

lemme 6, b est une algèbre de Frobenius et λ =
∑

K∈K (Π) x∗
ǫK

est une forme régulière sur b

([7, théo 2.7]). L’élément h tel que h.λ = −λ est semi-simple et vérifie ǫK(h) = 1 pour tout

K ∈ K (Π). D’après le lemme précédent, il nous suffit de vérifier que adp/bh = Id. Cela résulte

des calculs qui suivent.

Pour G2, on a EΠ = {3α1 + 2α2, α1} et donc h = hα1
+ hα2

. D’autre part et d’après [2],

p+
α2

= b ⊕Kx−α2
est l’unique parabolique minimale non quasi-réductive et on a α2(h) = −1.

Pour F4, on a {EΠ = 2α1 + 3α2 + 4α3 + 2α4, α2 + 2α3 + 2α4, α2 + 2α3, α2} et donc h =

hα1
+ 3hα2

+ 2hα3
+ hα4

. D’autre part et d’après [2], p+
α1

= b ⊕Kx−α1
est l’unique parabolique

minimale non quasi-réductive et on a α1(h) = −1.

Pour E7, on a EΠ = {2α1 + 2α2 + 3α3 + 4α4 + 3α5 + 2α6 + α7, α2 + α3 + 2α4 + 2α5 + 2α6 +

α7, α2 +α3 +2α4 +α5, α7, α2, α3, α5} et donc h = hα1
+ 5

2
hα2

+3hα3
+4hα4

+ 7
2
hα5

+2hα6
+ 3

2
hα7

.

D’autre part et d’après [2], p+
α1

, p+
α4

et p+
α6

sont les sous-algèbres paraboliques minimales non

quasi-réductives. On a α1(h) = α4(h) = α6(h) = −1.

Pour E8, on a EΠ = {2α1 + 3α2 + 4α3 + 6α4 + 5α5 + 4α6 + 3α7 + 2α8, 2α1 + 2α2 + 3α3 +

4α4 + 3α5 + 2α6 + α7, α2 + α3 + 2α4 + 2α5 + 2α6 + α7, α2 + α3 + 2α4 + α5, α7, α2, α3, α5} et

donc h = 2hα1
+ 4hα2

+ 5hα3
+ 7hα4

+ 6hα5
+ 4hα6

+ 3hα7
+ hα8

. D’autre part et d’après [2],

p+
α1

, p+
α4

, p+
α6

et p+
α8

sont les sous-algèbres paraboliques minimales non quasi-réductives et on a

α1(h) = α4(h) = α6(h) = α8(h) = −1.

Remarque Lorsque l’algèbre de Lie simple g est de type Bn ou D2n, la sous-algèbre de Bo-

rel associée est une algèbre de Frobenius. Ainsi, on peut utiliser également le lemme 12 pour

démontrer l’équivalence entre la stabilité et la quasi-réductivité dans le cas des sous-algèbres

paraboliques minimales :

On reprend les exemples de rang nul et d’indice 1 en dimension 7 et 8 :
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Ici EΠ = {α1 + 2α2 + 2α3, α1, α3} (voir Fig1) et donc h = hα1
+ hα2

+ hα3
. D’après [3] p+

α2
est

l’unique sous-algèbre parabolique minimale non quasi-réductive dans le cas considéré. Comme

α2(h) = −1, il suit du lemme 12 que la sous-algèbre p+
α2

est non stable.

Ici EΠ = {α1 + 2α2 + α3 + α4, α1, α3, α4} (voir Fig1) et donc h = hα1
+ hα2

+ hα3
+ hα4

. D’après

[3] p+
α2

est l’unique sous-algèbre parabolique minimale non quasi-réductive dans ce cas. Comme

α2(h) = −1, il suit du lemme 12 que la sous-algèbre p+
α2

est non stable.

Ce qui précède et compte tenu des résultats trouvés dans le chapitre 2 est une autre démons-

tration du théorème 11 dans le cas considéré.

Dans le cas de E6, la sous-algèbre de Borel n’est pas une algèbre de Frobenius.

Proposition 13. Soient g une algèbre de Lie simple exceptionnelle de type E6 et p une sous-

algèbre parabolique minimale de g. Alors p est stable si et seulement si elle est quasi-réductive.

Démonstration. D’après les résultats de [2], p+
α2

= h ⊕Kxα2
⊕Kx−α2

⊕ m+
α2

est l’unique sous-

algèbre parabolique minimale non quasi-réductive. On suppose que p+
α2

est stable. D’après le

lemme 5 et par généricité, on peut choisir w = h + λxα2
+ µx−α2

+ u− ∈ p−
α2

, avec h ∈ h, λ 6= 0,

et u− =
∑

K∈K (Π) x−ǫK
, telle que ϕw|p+

α2
soit une forme linéaire stable. Comme α2 ∈ EΠ, il

vient que [b+(ϕu−), w] = [∩K∈K (Π) ker ǫK , w] = {0} de sorte que b+(ϕu−) ⊂ p+
α2

(ϕw). D’autre

part et d’après (III.1), on a ind p+
α2

= ind b+ + 1. Ainsi b+(ϕu−) est un hyperplan de p+
α2

(ϕw).

Avec ces hypothèses, on vérifie par un calcul direct que

p+
α2

(ϕw) = Kx ⊕
⋂

K∈K (Π)

ker ǫK ,
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avec

x = xα4
+ xα3+α4+α5

+ xα1+α3+α4+α5+α6
−

2
λ

xα2+α3+2α4+α5
−

2
λ

x−α2

−
2
λ

xα1+α2+α3+2α4+α5+α6
−

2
λ

xα1+α2+2α3+2α4+2α5+α6

+
2
λ

α2(h)xα1+α2+2α3+3α4+2α5+α6
− xα1+2α2+2α3+3α4+2α5+α6

.

(III.3)

Soit y = a1hα1
+hα2

+a3hα3
+3hα4

+(4−a3)hα5
+(−a1+2)hα6

− 2
λ
α2(h)x−α2

avec (a1, a3) ∈ (K)2.

On a y ∈ p+
α2

et [y, x] = x, contredisant le fait que la forme linéaire ϕw est stable. Ainsi p+
α2

est

non stable.

Remarque Compte tenu de la proposition 8 et des résultats dans [2], on a une équivalence

entre la stabilité et la quasi-réductivité pour le cas des sous-algèbres paraboliques d’une algèbre

de Lie simple exceptionnelle de type G2 et F4.

14 Cas des sous-algèbres paraboliques non minimales

On commence par le cas des sous-algèbres paraboliques d’une algèbre de Lie exceptionnelle

de type E6 qui nous sera utile pour la suite :

Remarque D’après [2], les sous-algèbres paraboliques p{α2}∪Π′ , avec Π′ une partie de Π non

liée à {α2}, sont toutes non quasi-réductives. Remarquons tout d’abord que K+
Π (α2) 6= K+

Π (β)

pour tout β ∈ Π′. Ceci et compte tenu du lemme 7, montre que l’élément x de (III.3) est

dans le stabilisateur d’une forme linéaire générique f ∈ (p{α2}∪Π′)∗ telle que f |p+
α2

= ϕw, avec

w = h + λxα2
+ µx−α2

+
∑

K∈K (Π) x−ǫK
, h ∈ h. Ainsi et compte tenu de la démonstration de la

proposition 13, il résulte que les sous-algèbres paraboliques p{α2}∪Π′ , avec Π′ une partie de Π

non liée à {α2}, sont toutes non stables.

D’après les résultats de [2] et compte tenu de la remarque précédente, pour montrer l’équivalence

entre la stabilité et la quasi-réductivité dans le cas des sous-algèbres paraboliques d’une algèbre

de Lie de type E6, il suffit de prouver que p{α1,α2,α3,α4,α6} et p{α1,α2,α4,α5,α6} sont non stables.

Proposition 15. Soient g une algèbre de Lie simple exceptionnelle de type E6 et Π′ = {α1, α2, α3,

α4, α6} (resp.Π′ = {α1, α2, α4, α5, α6}) une partie de Π. Alors la sous-algèbre parabolique p+
Π′

est non stable.
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Démonstration. Par symétrie du diagramme de Dynkin, il suffit de traiter le cas Π′ = {α1, α2, α3,

α4, α6}. D’après la formule (III.1), p+
{α1,α2,α3,α4} est une algèbre de Frobenius qui est de codi-

mension 1 dans p+
Π′ . D’après [8], f =

∑
K∈K (Π)

x∗
ǫK

+
∑

L∈K ({α1,α2,α3,α4})

x∗
−ǫL

est une forme linéaire

régulière sur p+
{α1,α2,α3,α4}. Soit alors h l’unique élément de p+

{α1,α2,α3,α4} tel que h.f = −f . L’élé-

ment h est semi-simple et vérifie ǫK(h) = 1 pour tout K ∈ K (Π) et ǫL(h) = −1 pour tout

L ∈ K ({α1, α2, α3, α4}). Ainsi, on a h = hα1
+hα2

+hα3
+3hα4

+3hα5
+hα6

. Comme α6(h) = −1,

il résulte du lemme 12 que la sous-algèbre parabolique p{α1,α2,α3,α4,α6} est non stable.

Proposition 16. Soient g une algèbre de Lie simple exceptionnelle de type E7, E8 et p une

sous-algèbre parabolique non minimale de g. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) p admet une forme linéaire stable.

(ii) p est quasi-réductive.

Démonstration. Soient g une algèbre de Lie simple exceptionnelle de type En avec n = 7, 8, p

une sous-algèbre parabolique non minimale de g, j une sous-algèbre de Cartan-Duflo de p et

h une sous-algèbre de Cartan de g contenant j. On a dim j > 0 (voir [2]), j ⊂ h ⊂ pj ⊂ gj et

gj = h ⊕ (
⊕

α∈∆,α|j=0 gα).

Soit z∆j = {h ∩ (∩α|j=0 ker α)} qui n’est autre que le centre de gj. Ainsi, on a

gj = z∆j ⊕ g1 ⊕ g2 ⊕ ... ⊕ gk,

où les gi, pour 1 ≤ i ≤ k, sont des algèbres de Lie simples puisque l’algèbre de Lie gj est

réductive. Ainsi, on a pj = z∆j ⊕ pj,1 avec pj,1 produit direct des sous-algèbres paraboliques

pjl = pj ∩ gl des gl, 1 ≤ l ≤ k. Comme la sous-algèbre p est non quasi-réductive, au moins l’une

de ces paraboliques est non nulle et non quasi-réductive. C’est une parabolique d’une algèbre

de Lie simple orthogonale ou bien d’une algèbre de Lie simple exceptionnelle de type Ek avec

k ≤ n − 1. Compte tenu de [1], toutes les paraboliques non quasi-réductives d’une algèbre de

Lie simple orthogonale sont non stables. Le cas E7 se déduit donc du cas E6 puis le cas E8

du cas E7. Ceci montre que pj est non stable. Compte tenu de la proposition 15 du premier

chapitre , p est non stable. Ceci achève la démonstration du théorème 9.

Exemple Nous allons donner deux exemples permettant au lecteur d’illustrer la démonstra-

tion de la proposition précédente.

- On prend pour g l’algèbre de Lie simple exceptionnelle de type E7 et la sous-algèbre para-

bolique p = p+
{α1,α3,α4}. D’après [2], p est de rang 1. La forme linéaire f =

∑
K∈K (Π) x∗

ǫK
+

x∗
−α1−α3−α4

+ x∗
−α3

est régulière sur p (voir [8]). Ici on a j = K (xα3
+ x−α3

) ⊂ g(f) de sorte que
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j est une sous-algèbre de Cartan-Duflo de p. On vérifie que

z∆j = j et pj = j ⊕ hΠ′ ⊕ (
∑

α∈∆+

Π′

Kxα) ⊕K x−α1−α3−α4
,

avec
Π′ = {β1 = α2, β2 = α1 + α3 + α4, β3 = α5, β4 = α6, β5 = α7, β6 = α2 + α3 + 2α4 + α5},

et

hΠ′ le sous-espace de h engendré par les hα, α ∈ Π′.

Remarquons que pj,1 = hΠ′ ⊕ (
∑

α∈∆+

Π′
Kxα) ⊕ K x−α1−α3−α4

est une sous-algèbre parabolique

minimale d’une algèbre de Lie orthogonale de type D6 associée à la racine β2 (qui est non

quasi-réductive d’après [3] et donc non stable d’après [1]) dont le graphe de Dynkin associé est

le suivant :

- On prend pour g l’algèbre de Lie simple exceptionnelle de type E8 et la sous-algèbre parabo-

lique p = p+
{α1,α3,α4}. Dans ce cas pj,1 = hΠ′ ⊕(

∑
α∈∆+

Π′
Kxα)⊕K x−α1−α3−α4

, Π′ = {β1 = α8, β2 =

α2 + α3 + 2α4 + α5, β3 = α7, β4 = α6, β5 = α5, β6 = α1 + α3 + α4, β7 = α2} est une sous-algèbre

parabolique minimale d’une algèbre de Lie simple exceptionnelle de type E7 associée à la racine

β6 (qui est non quasi-réductive d’après [2] et donc non stable d’après ce qui précède) dont le

graphe de Dynkin associé est le suivant
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Remarque Soient π′, π′′ deux parties de π. On suppose que π′′ ⊂ π′ et K (π′) ⊂ K (π). Alors,

on a

qπ′′,π′ est stable si et seulement si p+
π′′ est stable .

En effet, comme K (π′) ⊂ K (π), on a dim Eπ′′,π = dim Eπ′′,π′ + (kπ − kπ′) de sorte que, compte

tenu de la formule (III.1), ind qπ′′,π′ = ind p+
π′′ + (kπ − kπ′). D’après le lemme 5 et avec les

notations de la section 3, on peut choisir w′ ∈ lπ′ tel que ϕw′+u−
π′

|p+

π′′
(resp. ϕw′|qπ′′,π′ ) soit

une forme linéaire régulière sur p+
π′′ (resp. sur qπ′′,π′). Par suite, on montre que qπ′′,π′(ϕw′) =

p+
π′′(ϕw′+u−

π′
) ⊕

∑
K∈K (π)\K (π′)

KhǫK
de sorte que la forme linéaire ϕw′+u−

π′
est de type réductif sur

p+
π′′ si et seulement si la forme linéaire ϕw′ est de type réductif sur qπ′′,π′ . Ce résultat est énoncé

sous forme d’un théorème dit de transitivité (voir [2, Théorème 2.1 ]). De plus, on peut vérifier

que

p+
π′′(ϕw′+u−

π′
) ∩ [p+

π′′(ϕw′+u−
π′

), p+
π′′ ] = qπ′′,π′(ϕw′) ∩ [qπ′′,π′(ϕw′), qπ′′,π′ ].

Ceci montre que ϕw′+u−
π′

est une forme linéaire stable sur p+
π′′ si et seulement la forme linéaire

ϕw′ est stable sur qπ′′,π′ .

D’après [2] et dans le cas où l’algèbre de Lie est de type E7, la sous-algèbre parabolique p{α4,α5,α6}

est non quasi-réductive. Soient π′′ = {α4, α5, α6} et π′ = {α2, α3, α4, α5, α6, α7}. On a bien

π′′ ⊂ π′ et K (π′) ⊂ K (π). De plus, on a qπ′′,π′ = Khα1
⊕ p, où p désigne la sous-algèbre

parabolique d’une algèbre de Lie orthogonale de type D6 qui stabilise le drapeau suivant

V = {{0} = V0  V1  V2  V3 = V },

avec dim V1 = 1, dim V2 = 5 et dim V3 = dim V = 6. Remarquons que la sous-algèbre parabo-

lique p contient deux sous-espace consécutifs qui sont tous deux de dimension impaire et que

α1 est l’unique racine simple tel que 〈α1, ǫ∨
K〉 = α1(hǫK

) > 0. Cette sous-algèbre parabolique

est non quasi-réductive d’après [3] et donc elle est non stable d’après [1]. Ceci et compte tenu
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de ce qui précède, montre que la sous-algèbre parabolique p+
π′′ est non stable. On obtient ainsi

une autre démonstration de la proposition précédente dans le cas considéré.

Compte tenu des résultats trouvés dans [2] concernant la classification des sous-algèbres pa-

raboliques des algèbres de Lie simples exceptionnelles qui sont quasi-réductives et de ce qui

précède, on a le résultat suivant :

Théorème 17. On suppose que l’algèbre de Lie g de type G2, F4, E7, E8. Soit Π′ une partie de

Π et p+
Π′ la sous-algèbre parabolique associée.

(i) Si g est de type G2, alors p+
Π′ est stable si et seulement si Π′ est différent de {α2}.

(ii) Si g est de type F4, alors p+
Π′ est stable si et seulement toute composante connexe de Π′ est

différente de {α1}.

(iii) Si g est de type E7, alors p+
Π′ est stable si et seulement toute composante connexe de Π′ est

différente des sous-ensembles {α1}, {α4}, {α6}, {α1, α3, α4}, {α4, α5, α6} et {α1, α3, α4, α5, α6}

.

(iv) Si g est de type E8, alors p+
Π′ est stable si et seulement toute composante connexe de Π′ est

différente des sous-ensembles {α1}, {α4}, {α6}, {α8}, {α1, α3, α4}, {α4, α5, α6}, {α6, α7, α8},

{α1, α3, α4, α5, α6}, {α4, α5, α6, α7, α8} et {α1, α3, α4, α5, α6, α7, α8}.

Soit g une algèbre de Lie exceptionnelle telle que rang g = kπ, i.e g n’est pas de type E6.

On décrit dans le tableau ci-après les parties connexes Π′ ⊂ Π telles que p+
Π′ est non stable

Type F4 :
Π′ ⊂ Π

{α1}

Type E7 :

Π′ ⊂ Π

{α1}
{α4}
{α6}
{α1, α3, α4}
{α4, α5, α6}
{α1, α3, α4, α5, α6}

Type E8 :

Π′ ⊂ Π

{α1}
{α4}
{α6}
{α8}
{α1, α3, α4}
{α4, α5, α6}
{α6, α7, α8}
{α1, α3, α4, α5, α6}
{α4, α5, α6, α7, α8}
{α1, α3, α4, α5, α6, α7, α8}

Tableau III.2 – Les parties connexes Π′ ⊂ Π pour laquelle la sous-algèbre parabolique p+

Π′ est non stable
.

L’algèbre de Lie de type E6 est la seule algèbre de Lie de type exceptionnel pour laquelle

on ne peut pas ramener l’étude de la stabilité d’une sous-algèbre parabolique pΠ′ au cas où
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Π′ est connexe. On décrit dans le tableau ci-après les différentes parties Π′ ⊂ Π telles que la

sous-algèbre parabolique associée p+
Π′ est non stable

Type E6 :

Π′ ⊂ Π

{α2}
{α1, α2}, {α2, α6}
{α3, α2}, {α2, α5}
{α1, α2, α5}, {α2, α3, α6}
{α1, α2, α6}
{α2, α3, α5}
{α1, α2, α3}, {α2, α5, α6}
{α1, α2, α3, α5}, {α2, α3, α5, α6}
{α1, α2, α3, α6}, {α2, α1, α5, α6}
{α1, α2, α3, α5, α6}
{α1, α2, α3, α4, α6}, {α1, α2, α4, α5, α6}

Tableau III.3 – Les parties Π′ ⊂ Π pour laquelle la sous-algèbre parabolique p+

Π′ associée est non stable.

18 Présentation des calculs avec GAP4

On reprend le cas de la sous-algèbre parabolique p+
α2

dans G2. Soit u− l’élément de p−
α2

défini

par

u− =
∑

K∈K (Π)

x−ǫK
= X−3α1−2α2

+ X−α1
, g = ϕb(u−).

D’après la démonstration du [7, theo 2.9 ], g est un élément stable de (b)∗. Supposons que

l’ensemble (p+
α2

)∗
s des formes linéaires stables sur p+

α2
soit non vide. Il existe donc f ∈ (p+

α2
)∗

s tel

que f|b soit régulière sur b. On peut alors supposer f de la forme f = ϕv, avec v = λ Xα2
+ u−,

où λ ∈ K.

Si λ 6= 0, on a p+
α2

(f) = Kx, avec

x = Xα1
+ µ1X2α1+α2

+ µ2X3α1+2α2
+ µ3X−α2

,

où µ1, µ2, µ3 sont des scalaires non nuls (dépendant, par exemple, du choix d’une base de Che-

valley de g).

Grâce à GAP4, on peut vérifier le calcul du stabilisateur p+
α2

(f) et son intersection avec le

crochet [p+
α2

, p+
α2

(f)] afin de vérifier la stabilité de la forme linéaire f .

La démarche générale est la suivante : on définit l’algèbre de Lie L dans laquelle on veut

travailler grâce à la commande "SimpleLieAlgebra", on définit un système de racines "Root-

System", un système de racines positives correspondant "PositiveRoots" puis des systèmes de

vecteurs positifs et négatifs associés "PositiveRootVectors" et "NegativeRootVectors". La com-

mande "CanonicalGenerators" donne une base de la sous-algèbre de Cartan. On peut désormais
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faire des calculs dans l’algèbre de Lie L.

Pour définir la sous-algèbre parabolique P := p+
Π′ et ces générateurs, on utilise les commandes

"Concatenation" et "Subalgebra". La commande "List(Basis(P))" donne une base de la sous-algèbre

parabolique P , que l’on note bP . Ensuite, on définit l’élément v = u− + λ xα2
de p−

Π′ . Notons ici

que GAP4 n’est pas adapté au calcul formel (il faut donner donc une valeur pour λ). Les étapes

suivantes permettent de calculer le stabilisateur de f = ϕv dans P : On calcule tout d’abord

l’espace V engendré par les crochets v ∗ bP [i], pour i = 1, ..., dp, dp désigne la dimension de la

sous-algèbre parabolique P . On obtient l’orthogonal K de l’espace V pour la forme de Killig

avec la commande "KappaPerp". Ainsi, le stabilisateur de f sur P , que l’on note S, n’est autre

que l’intersection de K et P . La commande "List(Basis(S))" donne une base du stabilisateur S.

Pour vérifier la stabilité de la forme linéaire f , on définit tout d’abord l’espace W engendré par

les crochets des éléments de la base du stabilisateur S par les éléments de bP , on calcule ensuite

l’intersection de W avec S par la commande "Intersection(W,S)", que l’on note A. Alors, si A

est un espace de dimension 0 "vector space of dimension 0 over rationals", la forme linéaire f

est stable sinon elle est non stable.

> L :=SimpleLieAlgebra("G",2,Rationals) ;

< Lie algebra of dimension 14 over rationals >

> R :=RootSystem(L) ;

< root system of rank 2 >

> x :=PositiveRootVectors(R) ;

[v.1, v.2, v.3, v.4, v.5, v.6]

> y :=NegativeRootVectors(R) ;

[v.7, v.8, v.9, v.10, v.11, v.12]

> g :=CanonicalGenerators(R) ;

[[v.1, v.2], [v.7, v.8], [v.13, v.14]]

> h := g[3] ;

[v.13, v.14]

> gP := Concatenation(g[1], h, y[2]) ;

[v.1, v.2, v.13, v.14, v.8]

> P :=Subalgebra(L,gP) ;

<Lie algebra over rationals, with 5 generators>

> dp :=Dimension(P) ;

9

> a := 1 ; ;λ := 2 ; ;

> u2 := a ∗ y[6] + a ∗ y[1] ; ; u1 := λ ∗ x[2] ; ;v :=u1+u2 ;
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2 ∗ v.2 + v.7 + v.12

> bP :=List(Basis(P)) ;

[v.1, v.2, v.13, v.14, v.8, v.3, v.4, v.5, v.6]

> l := []; ; for i in [1..dp] do l[i] := v ∗ bP [i]; od; ; l;

[(2) ∗ v.3 + (−1) ∗ v.13, (−1) ∗ v.11, (6) ∗ v.2 + (2) ∗ v.7, (−4) ∗ v.2 + (−1) ∗ v.7 + v.12, v.9 + (2) ∗

v.14, (−3)∗v.2+v.10, (−2)∗v.3+(−1)∗v.9, (−1)∗v.4+(−2)∗v.6+v.8, (−1)∗v.13+(−2)∗v.14]

> V :=Subspace(L,l) ; ;K :=KappaPerp(L,V) ;

<vector space of dimension 5 over Rationals>

> S :=Intersection(K,P) ;

<vector space of dimension 1 over Rationals>

> bS := List(Basis(S)) ;

[v.1 + (−1) ∗ v.4 + (−1) ∗ v.6 + (−1) ∗ v.8]

> J :=[] ; ;for i in [1..dp] do J[i] :=bP[i]*bS[1] ;od ; ;J ;

[(3) ∗ v.5, v.3 + (−1) ∗ v.14, (2) ∗ v.1 + (−1) ∗ v.4 + (−3) ∗ v.8, (−1) ∗ v.1 + (−1) ∗ v.6 + (2) ∗

v.8, v.5, v.1 + (2) ∗ v.4 + (−3) ∗ v.6, (3) ∗ v.5, 0 ∗ v.1, (−1) ∗ v.5]

> W :=Subspace(L,J) ;

<vector space over Rationals, with 9 generators>

> A :=Intersection(S,W) ;

<vector space of dimension 1 over Rationals>

Vérification :

- v.1 correspond au vecteur Xα1
.

- v.4 correspond au vecteur X2α1+α2
.

- v.6 correspond au vecteur X3α1+2α2
.

- v.8 correspond au vecteur X−α2
.

Le sous-espace A n’est autre que [p+
α2

, p+
α2

(f)]∩p+
α2

(f). Comme la dimension de A est non nulle,

on en déduit, compte tenu du lemme 2, que la forme linéaire f n’est pas stable. Par suite, la

sous-algèbre parabolique p+
α2

est non stable.

Cas de sous-algèbre parabolique p+
α1

dans E7 :

> L :=SimpleLieAlgebra("E",7,Rationals) ;

< Lie algebra of dimension 133 over rationals >

> R :=RootSystem(L) ;

< root system of rank 7 >

> x :=PositiveRootVectors(R) ;

[v.1, v.2, v.3, v.4, v.5, v.6, v.7, v.8, v.9, v.10, v.11, v.12, v.13, v.14, v.15, v.16,
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v.17, v.18, v.19, v.20, v.21, v.22, v.23, v.24, v.25, v.26, v.27, v.28, v.29, v.30, v.31,

v.32, v.33, v.34, v.35, v.36, v.37, v.38, v.39, v.40, v.41, v.42, v.43, v.44, v.45, v.46,

v.47, v.48, v.49, v.50, v.51, v.52, v.53, v.54, v.55, v.56, v.57, v.58, v.59,

v.60, v.61, v.62, v.63]

> y :=NegativeRootVectors(R) ;

[v.64, v.65, v.66, v.67, v.68, v.69, v.70, v.71, v.72, v.73, v.74, v.75, v.76, v.77, v.78,

v.79, v.80, v.81, v.82, v.83, v.84, v.85, v.86, v.87, v.88, v.89, v.90, v.91, v.92, v.93,

v.94, v.95, v.96, v.97, v.98, v.99, v.100, v.101, v.102, v.103, v.104, v.105, v.106,

v.107, v.108, v.109, v.110, v.111, v.112, v.113, v.114, v.115, v.116, v.117, v.118,

v.119, v.120, v.121, v.122, v.123, v.124, v.125, v.126]

> g :=CanonicalGenerators(R) ;

[[v.1, v.2, v.3, v.4, v.5, v.6, v.7], [v.64, v.65, v.66, v.67, v.68, v.69, v.70]

, [v.127, v.128, v.129, v.130, v.131, v.132, v.133]]

> h := g[3] ;

[v.127, v.128, v.129, v.130, v.131, v.132, v.133]

> gP := Concatenation(g[1], h, y[1]) ;

[v.1, v.2, v.3, v.4, v.5, v.6, v.7, v.127, v.128, v.129, v.130, v.131, v.132, v.133, v.64]

> P :=Subalgebra(L,gP) ;

<Lie algebra over rationals, with 15 generators>

> dp :=Dimension(P) ;

71

> a := 1 ; ;λ := 3 ; ;

> u2 := a∗y[63]+a∗y[49]+a∗y[28]+a∗y[7]+a∗y[2]+a∗y[3]+a∗y[5] ; ; u1 := λ∗x[1] ; ;v :=u1+u2 ;

(3) ∗ v.1 + v.65 + v.66 + v.68 + v.70 + v.91 + v.112 + v.126

> bP :=List(Basis(P)) ;

[v.1, v.2, v.3, v.4, v.5, v.6, v.7, v.127, v.128, v.129, v.130, v.131, v.132, v.133,

v.64, v.8, v.9, v.10, v.15, v.11, v.14, v.12, v.16, v.17, v.22, v.21, v.13, v.18,

v.23, v.24, v.29, v.27, v.19, v.25, v.30, v.31, v.36, v.34, v.20, v.26, v.33, v.39,

v.28, v.35, v.41, v.32, v.38, v.44, v.40, v.45, v.43, v.48, v.49, v.52, v.37, v.42,

v.47, v.46, v.51, v.55, v.50, v.54, v.57, v.59, v.53, v.56, v.58, v.60, v.61, v.62, v.63]

> l := []; ; for i in [1..dp] do l[i] := v ∗ bP [i]; od; ; l;

[v.125, (−1) ∗ v.128, (−3) ∗ v.8 + (−1) ∗ v.129, v.85, (−1) ∗ v.131, v.108, (−1) ∗ v.133, (−6) ∗ v.1 +

(−1)∗v.66+(−1)∗v.91+(−1)∗v.112+v.126, (2)∗v.65, (3)∗v.1+(2)∗v.66, (−1)∗v.65+(−1)∗

v.66+(−1)∗v.68+v.91, (2)∗v.68, (−1)∗v.68+(−1)∗v.70+(−1)∗v.91+v.112, (2)∗v.70, (−1)∗

v.71+(−1)∗v.95+(−1)∗v.115+(3)∗v.127, v.1+(−1)∗v.124, (−1)∗v.4+(−1)∗v.80, (−1)∗v.4+
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(−3)∗v.14+(−1)∗v.79, (−1)∗v.9+(−1)∗v.10+(−3)∗v.20+v.74, v.4+(−1)∗v.78, v.123, (−1)∗

v.6+v.104, v.9+(−1)∗v.11+v.73, v.10+(−1)∗v.11+(−3)∗v.21+v.72, v.15+(−1)∗v.16+(−1)∗

v.17 + (−3) ∗ v.26 + (−1) ∗ v.67, v.14 + (−1) ∗ v.121, v.6 + (−1) ∗ v.103, v.99, (−1) ∗ v.18 + (−1) ∗

v.94, (−1)∗v.18+(−3)∗v.27+(−1)∗v.93, (−1)∗v.23+(−1)∗v.24+(−3)∗v.33+v.88, v.119, v.12+

(−1)∗v.13+(−1)∗v.98, v.18+(−1)∗v.92, v.23+(−1)∗v.25+v.87, v.24+(−1)∗v.25+(−3)∗v.34+

v.86, v.29+(−1)∗v.30+(−1)∗v.31+(−3)∗v.39+(−1)∗v.81, v.27+(−1)∗v.116, (−1)∗v.14+

v.122, v.20+(−1)∗v.21+(−1)∗v.120, (−1)∗v.27+v.117, v.33+(−1)∗v.34+(−1)∗v.113, (−3)∗

v.32+(−1)∗v.128+(−1)∗v.129+(−2)∗v.130+(−1)∗v.131, (−1)∗v.6+(−3)∗v.38+v.82, (−1)∗

v.13+v.35+(−3)∗v.44+(−1)∗v.75, v.1+v.118, (−1)∗v.114, v.38+v.109, v.12+v.35+(−3)∗

v.43 + v.76, v.19 + v.40 + v.41 + (−3) ∗ v.48 + (−1) ∗ v.69, v.38 + v.110, v.43 + v.44 + (−1) ∗

v.105, (−3)∗v.52+(−1)∗v.128+(−1)∗v.129+(−2)∗v.130+(−2)∗v.131+(−2)∗v.132+(−1)∗

v.133, v.1+v.100, (−1)∗v.8+(−1)∗v.32+(−1)∗v.115, (−1)∗v.38+v.111, v.42+(−1)∗v.44+

(−1)∗v.106, v.42+(−1)∗v.43+(−1)∗v.107, v.46+v.47+(−1)∗v.48+v.101, (−1)∗v.8+(−1)∗

v.52+(−1)∗v.95, (−1)∗v.27+v.102, (−1)∗v.34+v.50+(−1)∗v.96, (−1)∗v.14+v.89, (−1)∗v.21+

v.57+(−1)∗v.83, v.33+v.50+v.97, v.39+v.53+v.54+(−1)∗v.90, v.20+v.57+v.84, v.26+v.58+

v.59+(−1)∗v.77, v.32+v.52+v.71, (−1)∗v.37+(−1)∗v.55+v.61+(3)∗v.63+(−1)∗v.64, (−2)∗

v.127 + (−2) ∗ v.128 + (−3) ∗ v.129 + (−4) ∗ v.130 + (−3) ∗ v.131 + (−2) ∗ v.132 + (−1) ∗ v.133]

> V :=Subspace(L,l) ; ;K :=KappaPerp(L,V) ;

<vector space of dimension 62 over Rationals>

> S :=Intersection(K,P) ;

<vector space of dimension 1 over Rationals>

> bS := List(Basis(S)) ;

[v.3 + v.28 + (2/3) ∗ v.37 + v.49 + (2/3) ∗ v.55 + (−2/3) ∗ v.61 + (−1) ∗ v.63 + (−2/3) ∗ v.64]

> J :=[] ; ;for i in [1..dp] do J[i] :=bP[i]*bS[1] ;od ; ;J ;

[(−1)∗v.8+(−1)∗v.32+(−1)∗v.52+(−2/3)∗v.127, 0∗v.1, (−2/3)∗v.62, v.10+(2/3)∗v.57, 0∗

v.1, v.35+(2/3)∗v.42, 0∗v.1, (−1)∗v.3+(−1)∗v.28+(−1)∗v.49+(−1)∗v.63+(4/3)∗v.64, 0∗

v.1, (2)∗v.3+(2/3)∗v.37+(2/3)∗v.55+(2/3)∗v.61+(−2/3)∗v.64, (−1)∗v.3+v.28+(−2/3)∗v.55+

(−2/3)∗v.61, 0∗v.1, (−1)∗v.28+(−2/3)∗v.37+v.49+(2/3)∗v.55, 0∗v.1, (−1)∗v.62, (−2/3)∗

v.3+v.37+v.55+(2/3)∗v.63, v.15+(−2/3)∗v.58, 0∗v.1, 0∗v.1, v.17+(2/3)∗v.59, (−2/3)∗v.10+

v.57, (−1) ∗ v.40 + (−2/3) ∗ v.46, v.22 + (−2/3) ∗ v.60, 0 ∗ v.1, 0 ∗ v.1, (−2/3) ∗ v.17 + v.59, v.41 +

(2/3) ∗ v.47, v.24 + (2/3) ∗ v.50, v.29 + (−2/3) ∗ v.53, 0 ∗ v.1, 0 ∗ v.1, (−2/3) ∗ v.24 + v.50, (−1) ∗

v.45 + (−2/3) ∗ v.51, v.31 + (2/3) ∗ v.54, v.36 + (−2/3) ∗ v.56, 0 ∗ v.1, 0 ∗ v.1, (−2/3) ∗ v.31 +

v.54, (−2/3)∗v.15+(−1)∗v.58, (−2/3)∗v.22+(−1)∗v.60, (−2/3)∗v.29+(−1)∗v.53, (−2/3)∗

v.36 + (−1) ∗ v.56, (−2/3) ∗ v.62, 0 ∗ v.1, 0 ∗ v.1, (−2/3) ∗ v.28 + v.37 + (−1) ∗ v.61 + (2/3) ∗

v.63, (−2/3)∗v.35+v.42, (−2/3)∗v.41+v.47, 0∗v.1, 0∗v.1, (−2/3)∗v.40+v.46, (−2/3)∗v.45+
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v.51, (−2/3)∗v.62, (−2/3)∗v.49+v.55+(−1)∗v.61+(2/3)∗v.63, v.62, 0∗v.1, 0∗v.1, 0∗v.1, 0∗

v.1, v.62, 0∗v.1, 0∗v.1, 0∗v.1, 0∗v.1, 0∗v.1, 0∗v.1, 0∗v.1, 0∗v.1, (−1)∗v.62, 0∗v.1, (2/3)∗v.62]

> W :=Subspace(L,J) ;

<vector space over Rationals, with 71 generators>

> A :=Intersection(S,W) ;

<vector space of dimension 1 over Rationals>.

Vérification du calcul effectué dans la démonstration de la proposition 13 :

> L :=SimpleLieAlgebra("E",6,Rationals) ;

< Lie algebra of dimension 78 over rationals >

> R :=RootSystem(L) ;

< root system of rank 6 >

> x :=PositiveRootVectors(R) ;

[v.1, v.2, v.3, v.4, v.5, v.6, v.7, v.8, v.9, v.10, v.11, v.12, v.13, v.14, v.15, v.16, v.17,

v.18, v.19, v.20, v.21, v.22, v.23, v.24, v.25, v.26, v.27, v.28, v.29, v.30, v.31, v.32,

v.33, v.34, v.35, v.36]

> y :=NegativeRootVectors(R) ;

[v.37, v.38, v.39, v.40, v.41, v.42, v.43, v.44, v.45, v.46, v.47, v.48, v.49, v.50, v.51,

v.52, v.53, v.54, v.55, v.56, v.57, v.58, v.59, v.60, v.61, v.62, v.63, v.64, v.65, v.66,

v.67, v.68, v.69, v.70, v.71, v.72]

> g :=CanonicalGenerators(R) ;

[[v.1, v.2, v.3, v.4, v.5, v.6], [v.37, v.38, v.39, v.40, v.41, v.42],

[v.73, v.74, v.75, v.76, v.77, v.78]]

> h := g[3] ;

[v.73, v.74, v.75, v.76, v.77, v.78]

> gP := Concatenation(g[1], h, y[2]) ;

[v.1, v.2, v.3, v.4, v.5, v.6, v.73, v.74, v.75, v.76, v.77, v.78, v.38]

> P :=Subalgebra(L,gP) ;

<Lie algebra over rationals, with 13 generators>

> dp :=Dimension(P) ;
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> a := 1 ; ;λ := 3 ; ;µ = 5 ; ;

> u4 := a ∗ h[1] + a ∗ h[2] + a ∗ h[3] + a ∗ h[4] + a ∗ h[5] + a ∗ h[6] ; ;u3 := a ∗ y[36] + a ∗ y[23] +

a ∗ y[15] + a ∗ y[4] ; ;

> u2 := λ ∗ x[2] ; ; u1 := µ ∗ y[2] ; ; w := u1 + u2 + u3 + u4 ; ;

> bP :=List(Basis(P)) ;
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[v.1, v.2, v.3, v.4, v.5, v.6, v.73, v.74, v.75, v.76, v.77, v.78, v.38, v.7, v.8, v.9, v.13,

v.10, v.12, v.11, v.14, v.15, v.19, v.18, v.16, v.20, v.21, v.25, v.23, v.17, v.22, v.27,

v.24, v.28, v.26, v.30, v.31, v.33, v.29, v.32, v.34, v.35, v.36]

> l := []; ; for i in [1..dp] do l[i] := w ∗ bP [i]; od; ; l;

[v.1+(−1)∗v.57, v.2+v.71+(−2)∗v.74, (−1)∗v.46, (−1)∗v.4+(−3)∗v.8+(−1)∗v.76, v.45, v.6+

v.54, (−1)∗v.51+v.59, (−6)∗v.2+(4)∗v.38+(−1)∗v.40+(−1)∗v.51+(−1)∗v.59+v.72, (−1)∗

v.40 + v.51, (3) ∗ v.2 + (−2) ∗ v.38 + (2)∗ v.40, (−1) ∗ v.40 + v.51, (−1) ∗ v.51 + v.59, (−1) ∗ v.38 +

(−1) ∗ v.44 + (−1) ∗ v.55 + (−1) ∗ v.63 + (3) ∗ v.74, v.7 + (−1) ∗ v.52, v.2 + (−2) ∗ v.4 + (−1) ∗

v.70, v.3+(−1)∗v.9+(−3)∗v.13+(−1)∗v.41, (−2)∗v.9+v.69, (−1)∗v.5+(−1)∗v.10+(−3)∗

v.14 + v.39, v.7 + (−3) ∗ v.17 + (−1) ∗ v.47, v.11 + v.48, (−2) ∗ v.10 + v.68, (−1) ∗ v.15 + (−3) ∗

v.19 + (−1) ∗ v.75 + (−1) ∗ v.76 + (−1) ∗ v.77, v.2 + (−2) ∗ v.15 + (−1) ∗ v.66, v.1 + (−3) ∗ v.22 +

(−1) ∗ v.42, (−1) ∗ v.11 + (−3) ∗ v.20 + v.43, (−2) ∗ v.16 + v.20 + (−1) ∗ v.65, (−1) ∗ v.6 + (−3) ∗

v.25+v.37, (−2)∗v.21+v.25+v.62, v.23+(−3)∗v.27+(−1)∗v.73+(−1)∗v.75+(−1)∗v.76+

(−1) ∗ v.77 + (−1) ∗ v.78, (−2) ∗ v.12 + v.17 + (−1) ∗ v.67, (−2) ∗ v.18 + v.22 + v.64, v.2 + (−2) ∗

v.23 + (2) ∗ v.27 + (−1) ∗ v.60, v.8 + v.19 + (−1) ∗ v.24 + v.63, v.25 + (−1) ∗ v.58, v.22 + (−1) ∗

v.61, v.8+v.27+v.30+v.55, (−1)∗v.20+v.53, v.14+v.33+(−1)∗v.49, (−1)∗v.17+v.56, v.13+

v.32 + (−1) ∗ v.50, v.19 + v.27 + v.34 + v.44, v.24 + v.30 + v.34 + (3) ∗ v.36 + (−1) ∗ v.38, (2) ∗

v.35 + v.36 + (−1) ∗ v.73 + (−2) ∗ v.74 + (−2) ∗ v.75 + (−3) ∗ v.76 + (−2) ∗ v.77 + (−1) ∗ v.78]

> V :=Subspace(L,l) ; ;K :=KappaPerp(L,V) ;

<vector space of dimension 37 over Rationals>

> S :=Intersection(K,P) ;

<vector space of dimension 3 over Rationals>

> bS := List(Basis(S)) ;

[v.4 + v.15 + v.23 + (−2/3) ∗ v.24 + (−2/3) ∗ v.30 + (−2/3) ∗ v.34 + (2/3) ∗ v.35 + (−1) ∗ v.36 +

(−2/3) ∗ v.38, v.73 + (−1) ∗ v.78, v.75 + (−1) ∗ v.77].

Ici

⋂

K∈K (Π)

ker ǫK = K(v.73 + (−1) ∗ v.78) ⊕K(v.75 + (−1) ∗ v.77)

= K(hα1
− hα6

) ⊕K(hα3
− hα5

)

et

x =v.4 + v.15 + v.23 + (−2/3) ∗ v.24 + (−2/3) ∗ v.30 + (−2/3) ∗ v.34+

(2/3) ∗ v.35 + (−1) ∗ v.36 + (−2/3) ∗ v.38.
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III.18 Présentation des calculs avec GAP4

- v.4 correspond au vecteur Xα4
.

- v.15 correspond au vecteur Xα3+α4+α5
.

- v.23 correspond au vecteur Xα1+α3+α4+α5+α6
.

- v.24 correspond au vecteur Xα2+α3+2α4+α5
.

- v.30 correspond au vecteur Xα1+α2+α3+2α4+α5+α6
.

- v.34 correspond au vecteur Xα1+α2+2α3+2α4+2α5+α6
.

- v.35 correspond au vecteur Xα1+α2+2α3+3α4+2α5+α6
.

- v.36 correspond au vecteur Xα1+2α2+2α3+3α4+2α5+α6
.

- v.35 correspond au vecteur X−α2
.
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Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique nulle. Il est bien connu, d’après un résultat de Duflo,

Khalgui et Torasso, qu’une algèbre de Lie algébrique quasi-réductive (définie sur K) est stable. La réciproque

est fausse en général. Se pose la question de savoir, si pour certaines classes particulières d’algèbres de Lie

non réductives, il y a équivalence entre ces deux notions. Plus généralement, les sous-algèbres biparaboliques

forment une classe très intéressante (incluant la classe des sous-algèbres paraboliques et de Levi) d’algèbres de

Lie qui ne sont pas toutes réductives. Panyushev conjecture que si une sous-algèbre biparabolique est stable,

alors son stabilisateur générique est un tore. Cette conjecture peut être reformulée ainsi : une sous-algèbre de

Lie biparabolique est stable si et seulement si elle est quasi-réductive. Compte tenu des résultats obtenus par ce

dernier pour le cas des sous-algèbres paraboliques d’une algèbre de Lie simple de type A et C, on donne dans

cette thèse une réponse positive à cette conjecture pour la classe des sous-algèbres paraboliques d’une algèbre

de Lie simple. Au passage, nous montrons également qu’une sous-algèbre de Lie de gl(n,K) qui stabilise une

forme bilinéaire alternée de rang maximal et un drapeau en position générique est stable si et seulement si elle

est quasi-réductive.

Mots clés : Algèbre de Lie simple, sous-algèbres paraboliques, indice d’une algèbre de Lie, forme linéaire régu-

lière, algèbre de Lie quasi-réductivite, algèbre de Lie stable.

Let K be an algebraically closed field of characteristic 0. It is well known by work of Duflo, Khalgui and Torasso

that any quasi-reductive algebraic Lie algebra (defined over K) is stable. However, there are stable Lie algebras

which are not quasi-reductive. This raises the question, if for some particular class of non-reductive Lie algebras,

there is equivalence between stability and quasi-reductivity. More generally, biparabolic subalgebras form a very

interesting class (including the class of parabolic subalgebras and of Levi subalgebras) of non-reductive Lie

algebras. It was conjectured by Panyushev that these two notions are equivalent for biparabolic subalgebras of

a reductive Lie algebra. In this thesis, we give by considering the results of Panyushev for parabolic subalgebras

of simple Lie algebra of type A and C a positive answer to this conjecture in the case of parabolic subalgebras.

In passing, we prove that these two notions are equivalent for certain subalgebras of gl(n,K) which stabilize an

alternating bilinear form of maximal rank and a flag in generic position.

Keywords : Simple Lie algebras, parabolic Lie algebras, index, regular linear forms, quasi-reductive Lie algebras,

stable Lie algebras.
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